Procesos
estocasticos
estacionarios

PID_00253305

Josep Maria Aroca

Tiempo minimo de dedicacion recomendado: 3 horas

' Universitat
Oberta
' de Catalunya




Los textos y las imdgenes publicados en esta obra estdn sujetos —salvo que se indique lo contrario—
a una licencia de Reconocimiento-NoComercial-SinObraDerivada (BY-NC-ND) v.3.0 Espana de
Creative Commons. Podéis copiarlos, distribuirlos y transmitirlos publicamente siempre que citéis
el autor y la fuente (FUOC. Fundacid per a la Universitat Oberta de Catalunya), no hagdis un
uso comercial de ellos y no hagdis obra derivada. La licencia completa se puede consultar en
http: // creativecommons. org/ licenses/by-nc-nd/3. 0/ es/ legalcode. es.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/es/legalcode.es

CC-BY-NC-ND e PID_00253305 Procesos estocasticos estacionarios

Indice

Introduccidn ........ .. 5
ODbJetivos ... ... 6
1. Estacionariedad en sentido estricto y en sentido amplio..... 7
2. Oscilaciones aleatorias ................... ..o, 13
3. Cicloestacionariedad .............. .. ... . i 17
4. Espectro de potencia de un proceso estacionario............. 18
Resumen ... 22
Actividades ......... . 24

SolUCIONATIO . ..o 27






CC-BY-NC-ND e PID_00253305 5

Procesos estocasticos estacionarios

Introduccién

En los médulos anteriores hemos definido y hemos trabajado con algunas pro-
piedades de los procesos estocasticos en general. Hemos visto cémo se definen
los procesos estocéasticos en el médulo “Introduccion a los procesos estocésti-
cos”. En el médulo “Caracterizacion estadistica y parametros de los procesos
estocasticos” hemos visto los pardmetros estadisticos mas importantes que ca-
racterizan un proceso estocédstico. En este médulo veremos un tipo particular
de procesos estocésticos, los denominados procesos estacionarios. Veremos
que las propiedades estadisticas de estos procesos no dependen de la posicion
temporal en la que las medimos. Esto se corresponde a situaciones en las que

la dindmica subyacente al proceso no depende explicitamente del tiempo.

Diferenciaremos dos tipos de procesos estacionarios:

e Los procesos estacionarios en sentido estricto.

e Los procesos estacionarios en sentido amplio o débil.

Para los procesos del primer tipo exigiremos que la estadistica sea siempre
invariable, independiente del momento temporal en el que miramos el proceso.
Para los procesos estacionarios en sentido amplio, en cambio, solo pediremos
que las funciones media y autocorrelacion no dependan de t. De hecho, la
estacionariedad en sentido amplio nos sirve para modelizar muchos tipos de

senales y de sistemas de procesamiento de senal.

Un aspecto nuevo que introducimos en este médulo es el analisis en frecuencia
de este tipo de procesos. Veremos que esta transformacién es muy util a la
hora de trabajar con senales, filtros y otros sistemas de comunicaciones, ya que
muchas veces el tratamiento en frecuencia nos simplifica mucho los célculos. El

concepto principal que veremos es el de densidad espectral de potencia.

Este médulo se estructura como sigue: en el apartado 1 veremos la diferencia
entre un proceso estocastico estacionario en sentido estricto y en sentido amplio.
El apartado 2 lo dedicamos a estudiar las oscilaciones aleatorias como ejemplo
de proceso estocastico estacionario. En el apartado 3 se estudian los procesos
cicloestacionarios. Veremos que para un proceso cicloestacionario, la media y la
funcién de autocorrelacién son funciones periddicas. En el apartado 4 se define

y se estudia la nocién de espectro de potencia de un proceso estacionario.
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Objetivos

Los objetivos que debe alcanzar el estudiante una vez trabajados los materiales

didéacticos de este mdédulo son:

1. Entender el concepto de estacionariedad en sentido estricto y en sentido

amplio y saber poner ejemplos.
2. Analizar la estacionariedad por medio del analisis de oscilaciones aleatorias.

3. Estudiar los procesos estocasticos cicloestacionarios en sentido amplio y en
sentido estricto. Entender la diferencia de este tipo de procesos respecto a

los procesos aleatorios estacionarios y saber poner ejemplos.

4. Comprender el concepto de espectro de potencia de un proceso y entender

la relacién con la autocorrelacion.
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1. Estacionariedad en sentido estricto y en sentido amplio

En este apartado definiremos qué es un proceso estocastico estacionario y ve-
remos que hay dos tipos: los procesos estacionarios en sentido estricto y en

sentido amplio.

Dado un proceso estocastico, nos podemos plantear si su estadistica es inva-
riante en el tiempo. Por ejemplo, en el movimiento browniano* la causa del
movimiento son las fluctuaciones térmicas del liquido que estd en equilibrio
termodindmico, que son independientes del tiempo. Si un proceso tiene esta
independencia del tiempo, hemos de esperar que sus realizaciones muestren
caracteristicas similares en diferentes intervalos de tiempo. Es decir, podemos
estudiar el proceso sobre diferentes intervalos y obtener muchas realizaciones
y comparar su aspecto. Si observamos el mismo comportamiento, tenemos un
sintoma de lo que denominaremos estacionariedad. Antes de definirla con pre-

cisién, veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.1

Partimos de una variable aleatoria B uniforme en [0, 1] y definimos dos procesos estocasti-
cos:

X(t) =e B, Y (t) = sin(t + 27 B).
Comparamos el resultado de representar graficamente varias realizaciones sobre intervalos

temporales diferentes, concretamente [0, 1], [2,3] y [9, 10]. El resultado se muestra en las
figuras 1y 2.

Figura 1. Realizaciones del proceso e~ Bt
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* Podéis ver también el ejemplo
4.4 del médulo “Introduccién a
los procesos estocdsticos” .

Procesos estacionarios

A grandes rasgos, un proceso
es estacionario si su
estadistica es independiente
del tiempo.

Figura 1

Esta figura representa varias
realizaciones del proceso

X (t), que en este caso tiene
forma de funciones
exponenciales, y evaluadas en
diferentes intervalos
temporales. Como podéis ver,
el proceso X (t) no parece
repetirse a lo largo del
tiempo.
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Figura 2. Realizaciones del proceso sin(t + 27 B)

Figura 2

En este caso se representan
diferentes realizaciones del
0,5F 0,55 0,5F proceso Y (t), que tiene
forma sinusoidal, en
diferentes intervalos
temporales. Fijaos en que en
este caso los valores del
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En el primer caso se ve una clara diferencia en los tres intervalos. Resulta que cuanto
mayores son los valores de ¢t que observamos, més pequenos son los valores que toman las
realizaciones. Si nos mostrasen muchas realizaciones sobre un intervalo temporal desco-
nocido, podriamos tener una idea de por dénde esté localizado este intervalo a partir del
aspecto de las realizaciones.

En el segundo caso las tres graficas tienen un aspecto muy similar. No podemos deducir
por dénde estd localizado el intervalo temporal de la observacién de las realizaciones.
Esto sugiere que este proceso puede ser estacionario.

Decimos que un proceso estocédstico es estacionario si su distribucién pro-
babilistica es invariante bajo cualquier translacién temporal. De manera maés
precisa, como la caracterizacion de la estadistica de un proceso se hace por

medio de sus muestras, llegamos a la definicién siguiente.

Definicién 1.1. El proceso estocdstico X (t) es estacionario en
sentido estricto si para todo n > 1 y para toda eleccion de
ty,to,...,t, los vectores aleatorios (X (t1+7), X (to+7),..., X(tn+7)) y
(X(t1), X (t2),...,X(tn)) tienen la misma distribucién de probabilidad

para todo 7 real.

Las funciones de distribucién de un proceso estacionario en sentido estricto

verifican:

F(’I’hl’z,...,%n; tl +7’,t2+7’,...,tn+7‘):F(‘Tl,{EQ,...,I’n; tl,tQ,...,tn).

(1)
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Para todo n, t1,ts,...,t, y 7. Tendremos las mismas expresiones para las
funciones de densidad de un proceso de estado continuo y para las funciones

de probabilidad de un proceso de estado discreto.

Ejemplo 1.2

Analicemos la condicién de estacionariedad para los dos procesos que hemos visto en el
ejemplo 1.1. Nos limitaremos a muestras de tamafio 1. Asi, obtendremos la densidad de
primer orden f(z; t) y miraremos si esta depende de t.

Para el caso de X (t) = e~ B tenemos que, dado que B varfa de 0 a 1, fijado ¢, X (t) varfa
de et a 1. Obtenemos la funcién de densidad haciendo el cambio directamente a partir
de la densidad de B. La relacién entre variables es © = e~ %t. La densidad de B, que es
una variable uniforme, es fg(b) = 1,0 < b < 1. Entonces, para = € [e %, 1]:

a_ fBl) 1
J@s ) = 1] = e

Expresando el resultado en términos de z llegamos a:

1
flz; t) = —, et<z<1.
tx

Esta densidad depende de t, hecho que demuestra que este proceso no es estacionario.
Esto es lo que habiamos previsto en las realizaciones dibujadas en la primera figura.

Ahora veremos el segundo proceso estocdstico. Para el proceso Y (t) = sin(t + 27 B)
observamos que el argumento del seno, cuando B varia de 0 a 1, recorre el intervalo
[t,t + 27]. Esto es un periodo completo del seno, de manera que Y (t) adquiere todos los
valores entre —1 y 1.

Figura 3. Gréfica de la dependencia entre by y = sin(¢ + 27b), para el caso t =1 Figura 3

Las diferentes realizaciones
del proceso Y (t) tienen forma
sinusoidal y, por lo tanto, se
van repitiendo en el tiempo.

Como se ve en la gréfica de la figura 3, para cada y entre —1 y 1 hay dos valores de b (b;
y ba) que van a parar alli. También vemos aqui que por simetria la pendiente de la recta
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tangente (derivada) en estos puntos es igual y de signo opuesto. La férmula del cambio
de variable a la densidad nos queda:

Ahora tenemos que fg(b1) = f(b2) =1, \%(bg” = \%(blﬂ y

d
dilj = 27 cos(t + 27b) = 2w/ 1 — sin?(t + 27b) = 27/1 — ¢2.

La funcién de densidad de primer orden del proceso Y (t) queda:

1

fy; t):ﬂ\/ﬁ

Vemos, pues, que esta densidad no depende de ¢ (notamos que esto hace referencia tanto
a la forma de la funcién f(y; t) como al intervalo de valores que puede tomar y). Esto es
consistente con lo que sospechdbamos a partir de las gréficas (ejemplo 1.1). Observemos
que esto no demuestra que el proceso sea estacionario, ya que solo hemos visto la inva-
rianza de las propiedades estadisticas de primer orden. En el apartado siguiente de este
médulo se demostrard que este proceso es estacionario en sentido estricto.

Veamos ahora que en un proceso estacionario en sentido estricto los parametros

verifican ciertas condiciones.

Proposicién 1.1. Si un proceso estocastico X (¢) es estacionario en
sentido estricto, entonces el valor medio es constante y la autocorre-
lacién depende solo de la diferencia entre los dos instantes: m(t) = m y
R(t1,t2) = R(ta — t1).

Demostracion: 1) m(t) = E(X(¢)). Como X(t) es estacionario en sentido
estricto, la condicién de invariancia (definicién 1.1) en el caso n = 1 nos dice
que X (t) y X(t + 7) son variables distribuidas igualmente para todo ¢ y para
todo 7. Para el caso particular 7 = —t resulta que, para todo ¢, X (¢) tiene
la misma distribucién que X(0) (X(t + 7) = X(t —t) = X(0)). Entonces
m(t) = E(X(t)) = E(X(0)), que es un numero que denominamos m. Asi,

m(t) = m independiente de t.

2) R(t1,t2) = E(X (1) X (t2)). Si en la condicién de invarianza ahora hacemos
n = 2 y tomamos T = —t, el vector (X (t1), X (t2)) estd distribuido idéntica-
mente en (X (0), X (t2 — t1)). Asi, la distribucién de cualquier muestra de dos
instantes depende solo de la distancia temporal entre estos. Ahora tenemos
R(t1,t2) = E(X(¢1)X (t2)) = E(X(0)X (t2 — t1)) = R(0,t2 — t1) y escribimos

esta funcién como dependiente de una sola variable: R(ts —t1). B

Observacion

Para los procesos
estocdsticos estacionarios se
cumple que m(t) =my
R(t1,t2) = R(t2 — t1).

El final de las demostraciones las
indicamos con el simbolo W.
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Es habitual denominar 7 la diferencia entre los dos instantes de tiempo, t; y ts,
de manera que podemos escribir R(7) = E(X (¢)X (¢t + 7)). Igualmente deduci-
mos que C(ty,t2) = C(ta — t1) (observemos que para procesos estacionarios R

y C difieren solo en una constante, C(7) = R(1) — m?).

A veces no se conoce toda la distribucién de probabilidad de un proceso, de
manera que no podemos determinar si es estacionario en sentido estricto, pero
es habitual conocer las funciones m(t) y R(t1,t2), lo que nos lleva a una versién
més débil del concepto de estacionariedad, la estacionariedad en sentido

amplio.

Definicién 1.2. El proceso estocdstico X (¢) es estacionario en sen-
tido amplio si su funcién de valor medio es constante y su funcién de

autocorrelacion depende solo de la diferencia de tiempo:

Cuando calculamos la autocorrelacién podemos mantener la notacién R(t1,t2)
o utilizar, alternativamente, la forma R(¢,¢ + 7). Si lo hacemos de esta dltima
manera, la ecuacién (3) equivale a decir que R(¢,t + 7) no depende de ¢. En
general, esto es més sencillo que ver si una expresiéon en dos variables depende

solo de su diferencia.

Ejemplo 1.3

Tenemos un proceso aleatorio X (t) y necesitamos transmitirlo por un canal que trabaja
solo en ciertas frecuencias. Para poder transmitirlo modulamos nuestra sefial X (¢) con
una portadora cos(wot + 0). De esta manera hemos formado un nuevo proceso aleatorio
Y (t) = X (t) cos(wot + 0). El dngulo € es una variable distribuida uniformemente en el
intervalo [0, 27) e independiente del proceso X (¢). {Bajo qué condiciones el proceso Y (¢)
serd estacionario en sentido amplio?

Para responder a esta pregunta deberemos calcular el valor medio y la autocorrelacion,
tal como acabamos de ver en la proposicién 1.1. Comencemos con la funcién valor medio:

my (t) = E[X () cos(wot + 0)] = E[X (t)] E[cos(wot + 6)] = 0.

Vemos que el valor medio es constante y vale cero. Calculemos ahora la funcién de auto-
correlacion:

Ry (tl, tg) = E[Y(tl)Y(tz)] = E[X(t1) COS(wotl + 9)X(t2) COS(UJotQ —+ 9)}

Estacionariedad en sentido
amplio y estricto

Comparad la definicién de
estacionariedad en sentido
amplio y estricto y advertid
que si un proceso estocdstico
es estacionario en sentido
estricto, también lo es en
sentido amplio.

Observad que la esperanza de los
términos en los que aparece 6
dentro del coseno es cero.




CC-BY-NC-ND e PID_00253305 12

Procesos estocéasticos estacionarios

Agrupando términos y considerando que X(t) y 6 son independientes, llegamos a la
expresién siguiente:

Rx (t1,t2) = E[X(t1)X (t2)] E[cos(wot1 + 0) cos(wota + 0)].

Sabemos que cos(a) cos(8) = %[cos(a + B) + cos(a — B)]. Por tanto:

Rx (t1,t2) = E[X(tl)X(tz)]% Elcos(wo(t1 + t2) + 26) + cos(wo(t2 — t1))] =

%Rx(tl,tz) COSUJO(tQ — t1).

Vemos que el término que depende de la frecuencia portadora si que depende de la
diferencia de tiempo. La autocorrelacién de Y (t) dependerd solo de la diferencia de tiempo
si la autocorrelacién de X (t), Rx (t1,t2) depende también de la diferencia de tiempo. En
este caso, el proceso Y (t) serd estacionario en sentido amplio si X (¢) también lo es.
Fijaos en que podemos asegurar que es estacionario en sentido amplio, pero no podemos
asegurar que lo sea en sentido estricto (deberfamos hacer mds célculos para verlo).

Ejemplo 1.4

Construimos un proceso estocastico tal que X (t) = At + B, donde A y B son variables
aleatorias independientes y uniformes en el intervalo (—1,1). Veamos si este proceso es
estacionario en sentido amplio. Calculemos, en primer lugar, el valor medio:

mx (t) = E[At + B] = E[A]t + E[B] = 0.

Vemos que este valor medio es constante e igual a cero. Calculemos, a continuacién, la
funcién de autocorrelacién:

1 1
Rx (t1,t2) = E[(At1 + B)(Ata + B)] = E[A2t1t2 + B2 + AB(t1 + tg)} = §t1t2 + g

Fijaos en que en este caso la funcién de autocorrelaciéon no depende de la diferencia de
tiempo t2 — t1; por tanto, podemos decir que X () no es un proceso estacionario (no lo
es en sentido amplio y, por lo tanto, tampoco lo seréd en sentido estricto).

Como hemos visto, todo el proceso estacionario en sentido estricto también lo
es en sentido amplio. Lo contrario no es cierto. Hay procesos estacionarios en

sentido amplio que no lo son en sentido estricto.

A partir de los conceptos que acabamos de ver en este apartado, dedicaremos el
apartado siguiente al estudio de las oscilaciones aleatorias. Este tipo de senales
son ampliamente utilizadas en sistemas de telecomunicaciones y muy a menudo

se utilizan para modelizar senales mas complejas.

A continuacién veremos una serie de ejemplos, determinaremos si los procesos

son estacionarios en sentido estricto o amplio y calcularemos sus pardametros.

Recordatorio

Como vimos en el apartado 3
del médulo “Variables
aleatorias”,

E(X?) = [22f(z)dz. Para
el caso de esta distribucion
uniforme, f(z) = ﬁ = %
Per tant E(X?) = % en este
ejemplo.
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2. Oscilaciones aleatorias

En este apartado estudiaremos las oscilaciones aleatorias™ y estudiaremos las * Retomamos en este apartado el

propiedades de estacionariedad de esta senal. ejemplo de las °S°','a°'°"e?
aleatorias que ya habiamos visto
en el médulo “Caracterizacién
estadistica y parametros de los

Ejemplo 2.1 procesos estocasticos” .

Ya habifamos visto** una senal a una frecuencia determinada, pero la amplitud de la
senal y su fase variaban de manera aleatoria. La senal tenia la forma siguiente:

** En el ejemplo 3.3 del médulo
“Caracterizacién estadistica y

pardmetros de los procesos
X(t) = Acos(wt + B), estocasticos” .

donde w se definia como una constante, A era una variable aleatoria exponencial de valor
medio K y B una variable aleatoria uniforme distribuida en el intervalo [0, 27].

Habiamos obtenido el valor siguiente para la funcién de valor medio:
m(t) =0

y el resultado siguiente respecto a la funcién de autocorrelacién:

R(tl,tg) =K? COS(w(tl — tg)).
Esto nos muestra que el proceso X (t) = Acos(wt + B) es estacionario en sentido amplio
conm =0y R(1) = K2 cos(wT).
Ahora nos podemos plantear si ademds lo es en sentido estricto. Resulta que si, y se
puede ver mediante el hecho siguiente. Al hacer un desplazamiento temporal, X (t+7) =
Acos(w(t + 7) + B) = Acos(wt + (B + wr)). Asi, el efecto de una translacién temporal
equivale a cambiar la variable B por B 4+ w7. Pero si B era uniforme sobre un periodo
de longitud 27, el hecho de sumarle una constante da una nueva variable que también es

uniforme sobre un intervalo de longitud 27, con lo que la estadistica del proceso queda
invariante.

Podemos generalizar el analisis de la estacionariedad para el caso de oscilaciones

aleatorias cualquiera. Como vimos**:

Definicién 2.1. Una oscilacién aleatoria es un proceso que se puede

expresar:

X (t) = Acoswt + Bsinwt, (4)

donde w est4 fijada y (A, B) es un vector aleatorio bidimensional.
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Proposicién 2.1. El proceso de oscilacién aleatoria (4) es estacionario:

1) En sentido amplio si y solo si E(A) = E(B) = 0, Var(A) = Var(B)

y el coeficiente de correlacién entre A y B vale p = 0.

2) En sentido estricto si y solo si la distribucién de (A, B) tiene si-
metria circular. Decimos que un vector aleatorio bidimensional tiene
simetria circular cuando la funcién de densidad conjunta f(z,y) de-
pende solo de la distancia del punto (z,y) en el origen de coordenadas

y no de su orientacion.

Demostracion:

1) Estacionariedad en sentido amplio. Observad que el valor medio del

proceso es el siguiente:

m(t) = E(Acoswt + Bsinwt) = E(A) coswt + E(B) sin wt.

Y la funcién de autocorrelacién es la siguiente:
Rt,t+7)=EX@®X{t+ 1))
= E[(A coswt + Bsinwt)(Acosw(t+ 7) + Bsinw(t + 7))]
= E(42%) coswt cosw(t + 7) + E(B?) sinwt sinw(t + 7) +
+ E(AB)(coswtsinw(t + 7) + sinwt cosw(t + 7)).

a) Demostraremos que si E(A) = E(B) =0, Var(A) = Var(B) y p = 0, enton-

ces el proceso es estacionario en sentido amplio.
Supongamos que se verifica E(4) = E(B) = 0, Var(4) = Var(B) y p = 0.

Denominamos o2 (sigma al cuadrado) el valor comtin de la varianza de A

y B. Entonces tenemos que:

E(A4?%) = Var(4) + E(A)? = o2,

E(B?) = Var(B) + E(B)? = o2.

También resulta que p = 0 equivale a Cov(A, B) = 0. En nuestro caso, por
hipétesis, E(A) = E(B) = 0, de manera que:

Cov(A, B) = E(AB) — E(A)E(B) = E(AB).

Técnica de demostracion

Para demostrar la condicién
si y solo si del enunciado 1
debemos demostrar los dos
sentidos de la implicacién, es
decir:

e SIiE(A)=E(B)=0,
Var(A) = Var(B) y
p =0, entonces el
proceso es estacionario
en sentido amplio.

e Siel proceso es
estacionario en sentido
amplio, entonces
E(A) = E(B) =0,
Var(A) = Var(B) y
p=0
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b)

2)

De modo que concluimos también que E(AB) = 0.

Sustituyendo estos valores en las expresiones de m(t) y R(t, t+7) obtenemos
m(t) =0y

R(t,t + 1) = 0*(coswt cosw(t + T) + sinwt sinw(t + 7)) = 02 coswr.

Vemos, pues, que m(t) es constante y R(¢,t+7) solo depende de 7, es decir,

el proceso es estacionario en sentido amplio.

Ahora demostraremos la implicacién contraria. Es decir, que si el proceso
es estacionario en sentido amplio, entonces E(A) = E(B) = 0, Var(4) =
Var(B)y p=0.

Supongamos que el proceso es estacionario en sentido amplio. Entonces,
dado que m(t) es constante, m(0) = m(Z), es decir, E(A) = —E(A) y

w

entonces E(A) = 0. De manera andloga, m(5=) = m(3Z), es decir, E(B) =
—E(B) y entonces E(B) = 0.

También tenemos que, por hipétesis, R(¢,t + 7) no depende de t. Asi, para
el caso 7 = 0, R(t,t) es independiente de t, entonces R(0,0) = R(X, =),

2w’ 2w

es decir, E(A%) = E(B?). Si representamos 02 = E(A?) = E(B?), queda:
R(t,t +7) = 0 coswr + E(AB) sinw(2t + 7).

Para que esta expresién no dependa de t es necesario que E(AB) = 0. Hemos
visto, pues, que E(A) = E(B) = E(AB) = 0. De esto obtenemos:

Var(A) = E(A%) — E(A)? = E(A?) = o2,
Var(B) = E(B?) — E(B)? = E(B?) = 0%,

Cov(A, B) = E(AB) — E(A)E(B) = 0.

Asi hemos llegado a la conclusién E(A) = E(B) = 0, Var(A) = Var(B) y
p=0.

Estacionariedad en sentido estricto.

Para ver cudndo es estacionario en sentido estricto utilizamos coordenadas

polares: A = Rcos©®, B = Rsin©.

Parametros del proceso y de
las variables

Observemos que X (0) = A,
X(Z)=-A X(5)=By
X(%) = —B. Considerando
que m(t) = E(X(t)) y
R(t1,t2) = B(X(t1) X (t2)),
eligiendo valores especificos
de t podemos relacionar los
pardmetros de las variables A
y B con valores de las
funciones m(t) y R(t1,t2).

Técnica de demostracion

En este apartado también hay
que demostrar la afirmacién
si y solo si del enunciado 2.
Por lo tanto, habrd que
demostrar los dos sentidos de
la implicacién:

e Silas variables (A, B) de
la oscilacién aleatoria
tienen simetria circular,
el proceso es estacionario
en sentido estricto.

e Si el proceso es
estacionario en sentido
estricto, la distribucién
de (A, B) tiene simetria
circular.
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Figura 4. Significado de las coordenadas polares (R, ©)

v

R es la distancia del punto (A, B) en el origen y © es el dngulo que forma el radio
vector con el eje OX.

Entonces X (t) = Rcos© coswt + Rsin © sinwt = R cos(© — wt), donde hemos

utilizado la férmula trigonométrica cos(a — 3) = cos acos § + sin asin S.

Asi, podemos expresar el proceso como:

X(t) = Rcos(© — wt). (5)

El vector (A, B) tiene simetria circular cuando su distribucién de probabilidad

depende de R y es, por lo tanto, invariante si hacemos cualquier desplazamiento

del angulo © — 6 — a.

a)

b)

Demostramos que si el proceso es estacionario en sentido estricto, entonces

(A, B) tiene simetria circular:

Si el proceso es estacionario en sentido estricto, entonces el vector (X(t),
X (t + i)) tiene la misma distribucién para todo t. Ent = 0y t = 2
tenemos los vectores (Rcos©, Rsin©) y (Rcos(© — a), Rsin(© — «)), res-
pectivamente. En polares corresponden a (R, ©) v (R, ©—a). Asi, la funcién

de densidad no puede depender de 0, es decir, tenemos simetria circular.

Demostramos que si (A, B) tiene simetria circular, entonces el proceso es

estacionario en sentido estricto:

Si tenemos simetria circular, el cambio © — © + wt; deja todas las distri-
buciones invariantes. Ahora bien, utilizando la ecuacién (5) vemos que este
cambio nos pasa X(t) a X(t — t1). Por lo tanto, la distribucién conjunta
del vector (X (t1), X (t2),...,X(tn)) es idéntica a la de (X(0), X (t2 — t1),

., X(t, —t1)), que es invariante bajo translaciones temporales. Bl

Figura 4

En esta figura podéis ver cudl
es la relacién entre las
coordenadas cartesianas y las
coordenadas polares. En el
primer caso expresamos un
valor mediante los valores
(z,y). En el segundo caso
utilizamos distancia al origen
de los ejes y un angulo 6.




CC-BY-NC-ND e PID_00253305 17

Procesos estocéasticos estacionarios

3. Cicloestacionariedad

Al definir la estacionariedad requerimos la invarianza bajo desplazamientos 7
arbitrarios. Se puede dar el caso de un proceso cuya estadistica sea invariante
solo bajo desplazamientos que sean miltiples de un periodo determinado 7'. En

esta situacion hablamos de ciclostacionariedad.

Definicién 3.1. El proceso estocéstico X (t) es cicloestacionario en
sentido estricto si existe un nimero 7" tal que para todo n > 1 y para
toda eleccién de tq,to, . . ., t, los vectores aleatorios (X (t1 + kT, X (ta +
2kT), ..., X (t, + k7)) y (X(t1), X (t2), ..., X (t,)) tienen la misma dis-

tribuciéon de probabilidad para todo k entero.

Esto significa que nuestro proceso estocéstico tiene una estadistica invariante
para un desplazamiento 7' o para un multiplo k7" de este valor T'. Como hemos
visto en el caso de la estacionariedad, a veces no conocemos con detalle toda
la estadistica del proceso pero podemos aplicar una definicién mas relajada, es

decir, en sentido més amplio, de cicloestacionariedad.

Definicién 3.2. El proceso estocéstico X (t) es cicloestacionario en
sentido amplio si existe una constante 7T tal que para todo k entero
su funcién de valor medio verifica m(t + kT') = m(¢t) (es decir, m(t) es
periédica) y su autocorrelacién verifica R(t; + kT, t2 + kT') = R(t1, t2).

Ejemplo 3.1

Consideramos una oscilacién aleatoria X (t) = Acost 4+ Bsint, tal que E(A) # 0. Segin
el resultado que acabamos de ver en el apartado 2 de este médulo, X (¢) no puede ser
estacionario porque hemos dicho que para que fuese estacionario en sentido amplio, la
media de las variables aleatorias debia ser cero. En cambio, es cicloestacionario en sentido
estricto. Esto se ve porque el propio proceso es periédico: X (¢t + 2m) = X (t). Conside-
rando que todas las realizaciones del proceso son periddicas, la estadistica del proceso es
invariante bajo el cambio t — t 4+ 27k, para k entero.

El 1ltimo apartado del médulo lo dedicaremos al estudio del espectro de po-
tencia de los procesos estacionarios. El espectro de potencia de un proceso
estocdstico nos permitira estudiar este tipo de procesos en el dominio de la
frecuencia. Este salto conceptual es importante porque una vez caractericemos
estos procesos en funcién de la frecuencia podremos integrar este tipo de senales
en sistemas de telecomunicaciones que muy a menudo se caracterizan més en

el dominio de la frecuencia que en el dominio del tiempo.
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4. Espectro de potencia de un proceso estacionario

En este apartado definiremos qué es el espectro de potencia de un proceso
estacionario. Esta definicién la haremos a partir de la funciéon de autocorrela-
cién R(7). Veamos, pues, qué propiedades tiene esta funcién y a continuacién

definiremos el espectro de potencia del proceso.

Consideramos un proceso X (t) estacionario, con valor medio m(t) = m y auto-
correlacion R(7) = E(X(t)X (¢t + 7)). Algunas de las propiedades de la funcién

R(7) son las siguientes.

Proposicién 4.1. Propiedades de la funcién de autocorrelacién R(7) de

un proceso estacionario:

1) R(7) es una funcién par.
2) R(7) nos da una medida del ritmo de variacién temporal del proceso.

3) R(7) es méxima para 7 = 0, es decir, |R(7)| < R(0) para todo 7.

Demostracién:

1) En efecto, dado que R(t1,t2) = R(t2,t1) (ya que podemos invertir el orden

de los factores en la definicién de la autocorrelacién) resulta R(—7) = R(7).

2) Demostramos a continuacién la segunda propiedad: Queremos evaluar la
diferencia X (¢t + 7) — X (¢), pero al tratarse de una cantidad aleatoria lo que
haremos es hacer la media de su cuadrado para tener una medida de su mag-

nitud

E(X(t+7) - X)) =EX{t+7)?-2X({t+7)X({#)+X()?)

=R({t+7,t+7)—2R({t+7,t)+ R(t,t) = 2(R(0) — R(7)).

3) Para demostrar la tercera propiedad partimos de E(XY)? < E(X?)E(Y?)
(desigualdad de Cauchy-Schwarz) vilida para todo par de variables aleatorias
X y Y. Entonces R(1)? = E(X ()X (t+7))% < E(X(¢)?) E(X(t+7)?) = R(0)2.
(Recordemos también que R(0) = E(X(¢)?)>0.) B

Funciones pares

En una funcién par se cumple
aue f(z) = f(~a). Si
dibujamos la gréfica de una
funcién par, esta siempre
tiene simetria respecto al

eje y.

Autocorrelacion de un
proceso estacionario

Dado que

R(t1,t2) = E(X (1) X (t2)),
al calcular esperanzas de
productos de valores del
proceso podemos expresar el
resultado en funcién de R.
Por ejemplo,

B(X(t+7)X () =

R(t + 7,t). Si el proceso es
estacionario,

R(t1,t2) = B(X (t1) X (t2))
se reduce a R(t2 — t1) (o
R(t1 — t2), ya que

R(t1,t2) = R(t2,t1)). Por
ejemplo, R(t + 7,t) = R(7).

Desigualdad de
Cauchy-Schwarz

La desigualdad de
Cauchy-Schwarz nos dice que
para todo par de vectores X
e Y de un espacio vectorial
con producto escalar
definido, se cumple que
(V)2 < (X, XY, ).
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Ejemplo 4.1
Veamos estas propiedades mediante el ejemplo que se muestra en la figura 5. En la

columna de la derecha podéis ver una realizacién de un proceso X (t). En la columna de
la izquierda podéis ver la funcién de autocorrelacién de este proceso.

Figura 5. Tres funciones de autocorrelacién y tres realizaciones de X (t)

‘l_
& < or
1 1
(—)5 0 5 0 5 10
T t
‘l_
£ g or
0 1 1
-5 0 5 0 5 10
T t
‘l_
£ g o
1 1
-5 0 5 0 5 10
T t

Fijaos, en primer lugar, en que para todos los casos la funcién de autocorrelacién es par,
es decir, tiene simetria respecto al eje y. Como habiamos visto en la primera propiedad
de la proposicién 4.1, R(t) = R(—7).

Veamos la segunda propiedad, que nos dice que R(7) nos da una idea de la variacién
temporal del proceso. Vemos que si R disminuye lentamente, como es el caso de la tercera
realizacién de la figura, R(0) — R(7) es pequeno y el proceso tiende a variar poco al
transcurrir el tiempo. Es un hecho intuitivo, ya que R mide la correlacién entre valores
del proceso en instantes diferentes. Si esta correlacién no disminuye, X (¢t + 7) tiende a
tener valores préximos a X (t). Pero si R disminuye rdapidamente, como podéis ver en
la primera realizacion de la figura, se pierde la correlacién y el proceso en t + 7 ya ha
“olvidado” el valor que tomaba en ¢. En definitiva, cuanto menos varia R(7), més suaves
son las fluctuaciones de las realizaciones del proceso estocastico.

En la figura 5 podéis ver también la tercera propiedad: R(7) es mdxima en 7 = 0.
Observad que R(7) = E(X(t)X (¢t + 7)) mide la correlacién entre la funcién X(¢) y la
misma funcién desplazada X (¢ + 7). El mdximo de esta correlacién lo tenemos, por lo
tanto, cuando no hay desplazamiento y comparamos la funcién con ella misma.

En la segunda propiedad habldbamos de la variacién del proceso X (t) en tiem-
po, v hemos visto que esta variacion se puede evaluar segtin la forma que tiene
R(7). Otra manera de ver cémo varfa el proceso con el tiempo es mediante
el contenido frecuencial. Si el proceso efectiia cambios rapidos en el tiempo,
habra un contenido elevado en las frecuencias altas. Si, en cambio, el proceso
fluctuia poco en el tiempo, sabemos que su contenido frecuencial predominaran
las frecuencias bajas. La magnitud que se utiliza para medirlo es la densidad

espectral de potencia.

Figura 5

En la columna izquierda
tenemos diferentes funciones
de autocorrelacién R(7). En
la columna de la derecha una
realizacién del proceso X (t)
para cada una. Podemos
observar las tres propiedades
de R(7) que hemos
mencionado en la proposicién
4.1

Transformacién de Fourier

Recordamos la definicién de
la transformada de Fourier.
Transformada directa (paso
de tiempo en frecuencia):

a(f) = /jo o(r)e= 2 dr.

Transformada inversa (paso
de frecuencia a tiempo):

z(r) = /_OO 2(f)e?? Iy
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Definicién 4.1. La densidad espectral de potencia S(f) de un pro-
ceso estocdstico estacionario X (¢) es la transformada de Fourier de su

funcién de autocorrelacion:

S(f) = /oo R()e 717 dr. (6)

— 00

Con la transformacién inversa de la ecuacién (6) expresamos R en funcién de S:

R = [ serrar )

Podemos relacionar la potencia media del proceso, que representaremos por

Pot, con el espectro de potencia S(f). Tenemos* que Pot(t) = E(X (¢)?) = R(0).
’ .z o0

Asi, ponemos 7 = 0 en la ecuacién (7) y obtenemos R(0) = [~ S(f)df.

Llegamos, por tanto, al resultado:
o0
Pot — / S(f) df. (8)
—0oQ

Esto justifica el nombre de S(f), ya que al ser integrada sobre todas las fre-

cuencias nos da la potencia.

Es fécil ver que al ser R (la funcién de autocorrelacién) una funcién real y par,

la densidad espectral de potencia, S, también es real y par:

oo

S(f) = /_OO R(r)(cos2nfr — jsin2nfr)dr = / R(7) cos 2m f7 dr,

— 00

ya que R(7)sin2xf7 es una funcién impar y su integral se anula. Ahora se
ve claramente que S(f) es real y que S(—f) = S(f). Finalmente, podemos

escribir:

S(f) = 2/0Oo R(7) cos2mfrdr. 9)

Veamos un ejemplo en el que aplicaremos todos estos conceptos.

Ejemplo 4.2
Un proceso tiene autocorrelacién:
- %7 ‘TI S 6,

0, |7] > 6.

* Tal como habfamos visto en el
apartado 2 del médulo
“Caracterizacién estadistica y
pardmetros de los procesos
estocdsticos” .

Potencia de un proceso
estacionario

En un proceso estacionario la
potencia no depende de t. En
efecto, Pot(t) = E(X(t)?) =
E(X(t)X(t)) = R(t,t) =
R(0), que es una constante.
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Se trata de calcular el espectro de potencia y observar graficamente que cuanto maés
rapidamente decae R, mas contenido hay de altas frecuencias, tal como hemos visto en

la figura 5:
9 5
1-—- 27 fo
S(f) = / (1 — @) cos 2w frdr = 2/ (1 - z) cos2x frdr = ——cosemjo mf .
s é 0 4 2m2 f25
Cuanto més pequernio es §, més dispersa queda la funcién S.
Figura 6. La funcién de autocorrelacién R(7) para diferentes valores de 4 al lado de los Figura 6
espectros de potencia correspondientes. Cuanto mas lentamente decae R(7), mas

concentrada estd la funcién S(f) Cuando la funcién de

autocorrelacién decae muy

1,5 0,4 rapidamente, significa que la
sefial en tiempo fluctda
1+ 0=0,3 0=0,3 mucho y que tendremos
= § contenido frecuencial a altas
= 0.5 frecuencias. Cuando la
! funcién de autocorrelacién
0 I I I I I 0 I I I varia poco, el proceso en
-3 -2 - 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4 tiempo también lo hace y eso
v f se traduce en frecuencias
1.5 0,4 bajas en torno al cero.
1 ot o=1
= S
= >
0,51
0 1 1 1 0 L 1 LN
-3 -2 - 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4
T f
1,5 0,4
1+ 0=2 0=2
= S
= A
0,51
0 1 1 O 1 1
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Resumen

Un proceso estocastico es estacionario cuando su estadistica es invariante a lo

largo del tiempo. Podemos diferenciar entre los dos tipos siguientes:

e Proceso estocastico estacionario en sentido estricto: si los vectores
aleatorios (X (t1), X (t2),..., X(tn)) y (X(t1+7), X(t2+7),..., X(tn+7))
tienen la misma distribucion de probabilidades. Es decir, aunque nos des-
placemos un intervalo 7 en el eje del tiempo, continuamos viendo los mismos

parametros estadisticos.

e Proceso estocastico estacionario en sentido amplio: si su funcién de
valor medio es constante y su funciéon de autocorrelaciéon depende solo de la
diferencia del tiempo. Es decir, m(t) = m y R(t1,t2) = R(ts — t1).

Observad que estas dos condiciones que se dan en los procesos estacionarios en

sentido amplio también se dan en los procesos estacionarios en sentido estricto.

Como ejemplo, hemos comprobado que, en ciertos casos, las oscilaciones alea-
torias que hemos ido viendo en diferentes médulos son un ejemplo de proceso

estocastico estacionario en sentido amplio y también en sentido estricto.

Una variante del concepto de estacionariedad es la cicloestacionaridad. Este
es el caso de los procesos estocasticos, que son invariantes solo bajo determi-
nados desplazamientos, que son multiples de un periodo concreto 7. En estos

casos podemos diferenciar entre lo siguiente:

e Procesos cicloestacionarios en sentido estricto: si existe un ntimero 7'
tal que para todo n > 1y paratoda eleccion de tq, ts, . . ., t, los vectores alea-
torios (X (t14+kT), X (ta+akT), ..., X (t,+kT)) y (X (t1), X (t2), ..., X (tn))

tienen la misma distribucién de probabilidad para todo k entero.

e Procesos cicloestacionarios en sentido amplio: si existe una constante
T tal que para todo k entero su funcién de valor medio verifica m(t+kT') =
m(t) y su autocorrelacién verifica R(t1 + kT, to + kT) = R(t1,12).

En el caso de los procesos estocdsticos estacionarios, la funcién de autocorrela-
cién R(t1,t2) depende tinicamente de la diferencia de tiempo 7 = to — t1. Bajo

estas condiciones R(7) cumple las propiedades siguientes:

e R(7) es una funcién par.
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e R(7) nos da una idea de cémo varfa el proceso X (t) en el tiempo.

e R(7) es méxima en 7 = 0.

Finalmente, hemos definido una nueva funcién que nos permite evaluar cémo
varian los procesos en tiempo y hemos definido el espectro de potencia de
un proceso estocastico aleatorio como la transformada de Fourier de la funcién

de autocorrelacion:
S(f) = / R(r)e—i2717dr. (10)

Con esta transformacién pasamos del dominio tiempo al dominio frecuencia.
De la misma manera, con la transformada de Fourier inversa del espectro de

potencia, podemos obtener la funcién de autocorrelacién del proceso:

R(1) = /_ h S(f)el? I df. (11)
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Actividades

1. ;Cuél de los pardmetros estadisticos siguientes (valor medio y funcién de autocorrelacién)
corresponde a procesos estacionarios en sentido amplio?

a) m(t) =1, R(t1,t2) = e~ lt1—t2l 4 3,

b) m(t) =1, R(tl,tg) = COS(t2 — tl) + t1to.
c) m(t) =2, R(t1,t2) = t1 + t2 + 5.
d) m(t) =0, R(t1,t2) =2 — 2.

Indicacién: recordad que una manera de asegurar que la funcién de autocorrelacién solo
depende de la diferencia de tiempo es escribir R(¢,¢ + 7) y ver que no depende de t.

2. Considerad una oscilacién estacionaria X (t) = Acost + Bsint donde (A, B) es una va-
riable bidimensional uniforme en una regién D € R2. Decid si X (t) tiene algtn tipo de
estacionariedad en los casos siguientes:

a) D={(z,9)|0<2<1,0<y <1}

b) D={(z,y)| —1<z<1,-1<y<1}.

c) D= {(z,y) | x2 +y% < 1}.

3. Considerad que X (¢) es un proceso estacionario en sentido estricto. Suponed que X (0) es
una variable aleatoria exponencial con pardmetro A = 2 y que X (0) y X (1) son independien-
tes. Calculad o decid si nos falta informacién para calcularlo:

a) E(X(2)).

b) E(X(3)?).

) E(X(1)X(3)).

d) Cov(X(1), X(2)).

e) E(X(4)X(5))-

4. Considerad que X(t) es un proceso estacionario en sentido amplio tal que m(t) = 0 y
R(1) = 2¢~ 171

a) ;Cuénto vale la potencia de este proceso?

b) ;Cudnto vale E((X(2) — X (1))?)?

c) Calculad el espectro de potencia S(f) de este proceso.

5. Considerad los dos procesos estocasticos siguientes:

1
e X(t) con valor medio mx (t) = 27! y autocorrelacién Rx (t1,t2) = ——————.
1+ (t1 —t2)?
1

e Y (t) con valor medio my (t) = 0 y autocorrelacién Ry (t1,t2) = ———.
() con v y(t)=0y v (t1,t2) 15 (b —12)2

a) ;Son estacionarios X (t) o Y (¢)?

b) Definimos un nuevo proceso Z(t) = X (¢)X (¢ + 1). Demostrad que la funcién de valor

medio de Z(t), mz(t) es constante.

c) Definimos las variables aleatorias A = X (1) — X (0) y B = X(2). Calculad las esperanzas
y varianzas, y también Cov(A, B).
d) La variacién del proceso Y (¢) la podemos estudiar a partir de la variable aleatoria V, =

Y(a) — Y(0) donde a > 0. Calculad E(V,2) y demostrad que el resultado es una funcién
creciente de a.

e) Calculad la densidad espectral de potencia Sy (f) del proceso Y ().

oo —Bla|
Indicacién: / cosax dr = s .
o z2+4p2 2

6. Un proceso tiene funcién de valor medio m(t) = « + St y funcién de autocorrelacién
R(t1,t2) = cos(at1 + (o — 2)t2). Determinad los valores de las constantes o y 8 para que el
proceso sea estacionario en sentido amplio.

7. Un proceso estacionario Y (¢) tiene valor medio my (t) = 0 y autocorrelacién Ry (¢1,t2) =
—(t1—t2)?
e .

a) Para estudiar su variacién definimos la variable aleatoria Vo = Y (a) — Y (0) donde a > 0.
Calculad E(V;2) y demostrad que el resultado es una funcién creciente de a.

Indicacién

Podéis ver en el apartado 2
los criterios de
estacionariedad para
oscilaciones aleatorias.
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b) Calculad la densidad espectral de potencia Sy (f) del proceso Y(t).

oo 2
. ., _ 2 \/77 _a”
Indicacién: / e % cosardr = ~—e” 4.
0 2
8. Un proceso tiene funcién de valor medio m(t) = e~ y funcién de autocovarianza

C(tl,tg) = e~lt2—t1l,

a) Para el caso k = 1: calculad la esperanza y la varianza de la variable aleatoria X (1).
b) ;Hay algtin valor de la constante x tal que el proceso sea estacionario en sentido amplio?

c) (En este apartado b sustituid x por el valor hallado en el apartado c.) Considerad el
proceso Z(t) = X(t + a) — X (t) con a > 0. Calculad la potencia de Z(t) y demostrad que
esta es una funcién creciente de a.

9. Un proceso tiene funcién de valor medio m(t) = cos? a + tsin? o y funcién de autocova-
rianza C(t1,t2) = 1 + cos(w(t2 — t1)).

a) Encontrad los valores de « tales que el proceso sea estacionario en sentido amplio.

b) Tomad a como en el apartado anterior y calculad la esperanza y la varianza de la variable
Z = 3(X(0) + X(1)).

10. El voltaje en un punto de una linea eléctrica estd determinado por un proceso estocéstico
gaussiano X (t) de valor medio m(t) = 1 + acost y autocovarianza C(t1,t2) = cos(t1 + bta),
donde a y b son dos constantes.

a) Determinad a y b para que el proceso sea estacionario en sentido amplio. Y para que lo
sea en sentido estricto.

b) Para el caso a = b = 1, encontrad la potencia del proceso y determinad en qué instantes
es maxima.

11. Un proceso tiene funcién de valor medio m(¢) = at+8(1—¢) y funcién de autocovarianza
C(tl, tQ) = COSQ(TI‘(Qtl + ,Btz)).

a) Encontrad los valores de o 'y 8 tales que el proceso sea estacionario en sentido amplio.

b) Tomad . y 8 como en el apartado anterior. Si Z = X(%) — X(0), calculad las esperanzas
de Z y de Z2.

12. La senal eléctrica en un punto de una linea estd determinada por un proceso X(t),
estacionario, con valor medio 10 y de potencia 100. En otro punto de la linea la senal que
aparece es Y (t) = X(t) + S(t) donde S(¢) es el ruido anadido por la linea, independiente del
proceso X (t), con valor medio constante p y potencia 15.

a) Se mide la potencia de Y (¢) y da 165. ;Cudnto vale pu?

b) Demostrad que si S(t) es estacionario en sentido amplio, entonces Y (¢) también lo es.

13. Un proceso tiene funcién de valor medio m(t) = a(t+1) + 8(1 —t) + (2t — 1) y funcién

de autocorrelacién R(t1,t2) = ———.
B+ (ati + yt2)?

a) Encontrad los valores de las constantes «, 8 y 7 tales que el proceso es estacionario en
sentido amplio, con potencia igual a 2.

b) Tomad «, 8y v como en el apartado anterior. Si Z = X (2) — X(0), calculad la varianza
de Z.

14. Un segmento de una red de comunicaciones anade ruido a la senal transmitida de manera
que si esta es originalmente X (t), lo que se transmite es Y (¢t) = X (¢t)+ N(t) donde N (t) tiene
valor medio cero y estd correlacionado con X(t) de manera que E(X(¢)N(t)) = ev/Potx,
donde ¢ es una constante y Potx es la potencia del proceso X (t).

a) Determinad la relacién entre la potencia de la sefial original X (¢) y la de la senal presente
Y (t).

b) Encontrad € y la potencia de N(t) sabiendo que si la potencia de X (¢) vale 2, la de Y ()
vale 2,78, y si la potencia de X (t) vale 4, la de Y (¢) vale 4, 90.

15. Una sefial de comunicacién X (¢) es un proceso estacionario con valor medio mx (t) = p
y autocorrelacién Rx (¢,t + 7) = ¢(7) (dondeé p es una constante y ¢(7) una funcién). A
causa de la modulacién, aparece el proceso Y (t) = cos(27fot) X (¢t) donde la constante fo
es la frecuencia de modulacién. Leed las definiciones de cicloestacionariedad (3.1 y 3.2) y
demostrad que, si bien no es estacionario, Y (¢) es cicloestacionario en sentido amplio.
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16. Un proceso tiene funcién de valor medio m(t) = cos(at) + b y funcién de autocovarianza
C(t1,t2) = cos?(cty + 7t2).

a) Encontrad los valores de las constantes a,b,c tales que el proceso sea estacionario en
sentido amplio, con potencia igual a 5.

b) Ahora tomad a = ¢ = m, b = 2. Calculad la esperanza y la varianza de X(0) y de X(1)
y también la covarianza. Calculad también la varianza de Y = X (0) — X (1) y decid qué se
puede decir de la relacién entre X (0) y X (1) a partir de este valor.

17. Un canal de comunicacién transmite una sefial X (¢) estacionaria, con valor medio 0 y
potencia 12. En la salida encontramos Y (t) = X (t) + N(¢) donde N () es el ruido introducido
por el canal. Este ruido estd correlacionado con X (t) de manera que N(t) = (1 — e~ 4) X (¢)
donde A es una variable aleatoria exponencial de esperanza 1, independiente de X (t).

a) Demostrad que si A es una variable aleatoria exponencial de parametro A, y a es una

A
Ata’
b) Determinad la potencia de la senal final Y (¢).

constante no negativa: E(e”®4) =

c) Considerad ahora que a X (t) le anadimos un ruido que tiene la misma potencia que el
ruido anterior pero es independiente de X (¢). ;Cudl es ahora la potencia de Y (¢)?

18. Una senal de comunicacién X (¢) es un proceso estacionario con valor medio mx (t) = p
y autocorrelacién Rx (t,t + 7) = ¢(7) (donde p es una constante y ¢(7) una funcién).

Demostrad que el proceso Y (t) = X(t) + X (¢t + a), donde a es una constante, es también
estacionario en sentido amplio y encontrad su valor medio y la autocorrelaciéon expresados a

partir de py o(7).
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Solucionario
1. Debemos comprobar que m(t) es constante y R(t,t+ 7) depende solo de 7.

a) Si, ya que R(t,t+7) = e~ 17l 4+ 3.

b) No, ya que m(t) =t no es constante.

c) No, ya que R(t,t + 7) = 2t + 7 + 1 depende de ¢.

d) No, ya que R(t,t +7) = (t + 7)%2 — t2 = 2t + 72 depende de t.

2. Para ser estacionario en sentido estricto es necesario que la variable bidimensional (A, B)
tenga simetria circular. En los tres ejemplos la funcién de densidad conjunta es constante
sobre D pero solo tenemos simetrfa circular en el tercer caso (22 + 32 < 1 define un circulo
de radio 1 centrado en el origen). Asi, el tercer caso corresponde a un proceso estacionario
en sentido estricto y los dos primeros no.

El tercero también es estacionario en sentido amplio, ya que lo es en sentido estricto (pro-
posicién 1.1). Para los otros dos hemos de comprobar las condiciones (E(A) = E(B) = 0,
Var(A) = Var(B), p = 0).

Primer caso: D es un cuadrado de area 1. fa(a fo 1-db=1para0 < a < 1. Asi A es
uniforme en [0, 1] y, por tanto, E(A) = 5. El proceso no es estacionario en sentido amplio.

Segundo caso: D es un cuadrado de drea 4. fa(a f 1 Alldb % para —1 < a < 1.

fB((b) = f_l ida = 5 para —1 < b < 1. Entonces A 'y B son uniformes en [—1,1] y, por
lo tanto, E(A) = 0, E(B) = 0, Var(A) = Var(B) (A y B tienen la misma densidad) y
E(AB) = f_ll f_ll abidadb =0, con lo que Cov(A, B) = 0. Asi, el proceso es estacionario en
sentido amplio.

3. Si el proceso es estacionario en sentido estricto, X (¢) tiene la misma funcién de densidad
para todo t. Lo mismo sucede con la variable bidimensional (X (t), X (¢t + 1)). As{, para todo
t, X(t) es Exp(2) y X(t) y X(t 4+ 1) son independientes. Recordemos también que para una
Exp()) la esperanza vale - y la varianza )\%

Entonces: E(X(2)) = 1. E(X(3)?) = Var(X(3)) + B(X(3))2 = 1 + 1 = 1. BE(X(1)X(3)) no
se puede determinar, ya que no tenemos informacién sobre lo que pasa a distancia temporal
2. Cov(X(1),X(2)) =0, ya que X(1) y X(2) también son independientes. E(X (4)X(5)) =
Cov(X(4), X(5)) + E(X(4)E(X(5) =0+ 3 -3 =1

4. Tenemos que E(X (t1)X (t2)) = R(t1,t2) = R(ta — t1) = 2e~ 127111,

a) La potencia es R(t,t) y en el caso estacionario vale R(t — t) = R(0). Asi, la potencia vale
2e~ 101 = 2.

b) B((X(2)-X(1))?) = E(X(1)*+X(2)*-2X (1)X(2)) = B(X(1)*)+E(X(2)*)-2BE(X (1)X(2)) =
R(0) + R(0) — 2R(1) = 2(R(0) — R(1)) = 2(2 —2e7 1) =4(1 —e™1).

c) S(f) = /700 R(1)cos(2rmfr)dr = 2/0 R(7)cos(2mfr)dr = 2/0 2e~ 7 cos(2mfT)dT =

e~ T(—cos(2w fT) + 2n f sin(27 f7)) T=oe 4

4 = —
1+ (27 f)2 =0 1+ 4n2f2

5. a) X (t) no es estacionario, ya que mx (t) depende de t. Y (¢) es estacionario en sentido
amplio, ya que my (t) es constante y Ry (t1,t2) depende solo de la diferencia de tiempo:
Ry (t,t+717) = —.
v ( ) T2
1

b) m(t) = B(Z() = BX()X (4 1) = Rx (b4 +1) = 1oz = >

) E(A) = E(X(1) - X(0)) = E(X(1)) - E(X(0)) = mx(1) —=mx(0) = 5 — 1 = —3.

E(B) = E(X(2) = mx(2) = }.

E(A?) = B((X
1

- ())) E(X(1)*)+E(X(0)%)—2E(X(1)X(0)) = Rx (1,1)+Rx (0,0)—
2Rx(1,0)=1+1-23 =1.

B(B?) = B(X(2)?) = B(X(2)X(2)) = Rx(2,2) = 135557 =

B(AB) = B((X(1) - X(0)X(2)) = E(X(1)X(2)) - E(X(0)X(2)) = Rx(1,2) - Rx(0,2) =

Bles H

- 1_1
1+(1-2)2 ~ 1+(0-2)2 — 2 5
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Var(A) = E(A2) —E(4)2=1-1 =3

Var(B) = E(B?) —

16 16
3 11 _ 17
Cov(A,B) =E(AB) —E(A)EB) =+ —-(-3)1= 15
d) E(V7) = E((Y(a) - Y(0))%) = E(Y(a)?) + E(Y(0)?) — 2J“J(Y(G)Y(O))2 = Ry(a,a) +
1 1 2a
Ry (0,0) — 2Ry (a,0 + -2 = .
v(0,0) v(e,0) = I+(@—a)? 140-02 1+(@—02 1+a2
. . 4a
Podemos comprobar que es creciente observando que su derivada es ——— > 0.
(1+a?)?
. . 1
e) Y (t) es un proceso estacionario con Ry (7) = .
1472
oo oo
y(f):/ Ry(T)cos27rdeT:2/ Ry (1) cos2m frdr
o " 0
:2/ 7c0527rf7'd7':7re*2”‘f|.
0 1 + 7'2
6. m(t) no debe depender de ¢, de manera que necesariamente 3 = 0.
R(t1,t2) debe depender solo de la diferencia de tiempo. Es decir, R(¢,t + 7) =

cos(at + (a — 2)(t + 7)) = cos(2(a — 1)t + (o — 2)7) no ha de depender de t. Asi, nece-
sariamente o = 1.

Tomando o = 1, 8 = 0 nos queda un proceso estacionario en sentido amplio con m(t) =1y
R(t,t+ 1) =cosT.

7. a) E(V?) = E((Y(a) — Y(0))?) = E(Y(a)?) + E(Y(0)%) — 2E(Y(a)Y(0)) = Ry (a,a) +
Ry (0,0) — 2Ry (a,0) = e~ (407 4 ¢=(0=0)% _9,—(a=0)* _ 9 _ 9o—a®,

. . _a2
Podemos comprobar que es creciente observando que su derivada es 4ae™% > 0.

b) Y (t) es un proceso estacionario con Ry (1) = e

Sy (f) :/jo Ry(T)COSQﬂ'deTZQ/OOO Ry (1) cos2n frdr

o 2 2
= 2/ e cos2nfrdr =/me ™
0

8. a) E(X(1)) =m(1) =e™ . Var(X(1)) = C(1,1) = e = 1.

b) m(t) no debe depender de ¢, de manera que necesariamente x = 0. R(t1,t2) debe depender

solo de la diferencia de tiempo, hecho que ya sucede. Asi, el proceso es estacionario en sentido
amplio cuando k = 0.

¢) Tenemos m(t) =1y R(t1,t2) = C(t1,t2) + m(t1)m(te) = e lt2=t1l 41,

La potencia de Z(t) vale Poty = E(Z(t)?) = E((X(t + a) — X(t))2) = E(X(t + a)?) +
E(X(t)?) —2E(X(t+a)X(t)) = R(t +a,t +a) + R(t,t) —2R(t +a,t) = (e O+ 1) + (e7 0 +
1) —2(e~* 4+ 1) = 2 — 2e~*. Es creciente, ya que su derivada vale 2e~% > 0.

9.

a) m(t) debe ser constante y R (o C) depender de la diferencia de tiempo. La segunda
condicién ya se verifica. Para la primera es necesario sin « = 0, que implica o = k7 donde k
es cualquier entero. En este caso siempre queda m(t) = 1.

b) Observamos que E(X (t)) = m(¢) = 1y E(X (¢1)X (¢2)) =
2 + cos(7(ta — t1)).

R(tl, tz) =

B(Z?) = B (5(X(0) + X(1)) = 4(B(X(0) + E(X(1)) = (1 +1) =

E(Z?) = E(3(X(0) + X(1))?) = ;(E(X(0)?) + E(X(1)?) + 2E(X(0)X(1))) =
R(1,1) +2R(0,1)) = 13 +3+2-1) = 2.

L(R(0,0) +

Var(Z) = E(Z2?) - E(2)? = 1.

C(t1, t2)+m(t1)m(t2) =
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10. a) m(t) debe ser constante, y entonces a = 0. C(t,t 4+ 7) = cos((1 + b)t + br) no debe
depender de t, y entonces b = —1. Asi, el proceso es estacionario en sentido amplio cuando
a =0y b= —1. En este caso también sera estacionario en sentido estricto, ya que el proceso
es gaussiano.

b) Pot = R(t,t) = C(t,t) + m(t)? = cos(2t) + (1 + cost)? = 3cos?t — 2 cost.

Su derivada vale 2sin¢(1 — 3 cost) y se anula para t = km con k entero, donde tenemos méaxi-
mos locales, y para los tiempos con cost = %, donde tenemos minimos locales. Los méaximos
se dan, por tanto, en t = km, y la potencia vale 1 para k par y 5 para k impar.

11. a) m(t) debe ser constante y R (o C) depender de la diferencia de tiempo. Dado que
m(t) = B+ (a — B)t, debe ser a = B. Si ponemos C(t,t + 7) = cos?(w((2 + B)t + B7)), debe
ser B = —2. Entonces, a = = —2, m(t) = =2 y C(t1,t2) = cos?(2nw(t2 — t1)).

b) Observamos que E(X(t)) = m(t) = —2 y E(X(t1)X(t2)) = R(t1,t2) = C(t1,t2) +
m(t1)m(tz) = 4 + cos?(2nm(t2 — t1)).

E(Z) = B(X(3) — X(0)) = E(X(

E(Z%) = E((X(7) - X(0))%) = E(X(

2R(0, 1) =5+5-2-4=2.

12. a) Poty = E(Y ()2) = E((X(t) + S(t))?) = E(X ()% + S(t)%2 +2X (t)S(t)) = E(X (t)?) +
E(S(t)?) + 2E(X(t)) E(S(t)) = Potx + Poty + 2mxmy-.

Asi, 165 = 100 4 15 4+ 2 - 10y, y entonces p = 2,5.
b) my (t) = E(X(t)) + E(S(t)) = 10 + u, es constante.

Ry (t1,t2) = E((X(t1)+5(t1)) (X (t2)+5(t2)) = E(X (81) X (t2)) +E(S(81) S (t2)) +E(X (1)) E(S(t2))+

E(S(t1)) E(X (t2))-

Entonces Ry (t1,t2) = Rx (t1,t2) + Rs(t1,t2) + 20p. Como X y S son estacionarios, Rx y
Rg dependen solo de la diferencia de tiempo. Por lo tanto, Ry depende solo de la diferencia
de tiempo y el proceso Y es estacionario.

13. a) m(t) debe ser constante y R(¢1,t2) depender solo de la diferencia de tiempo. Como
m(t) = a+ B — v+ (a — B+ 2y)t, debe ser a — 8 + 2y = 0. Si ponemos R(t,t + 7) =
1

BT (@t Nt A7) , debe ser a + v = 0. Finalmente, la potencia es (teniendo en cuenta la
a+y YT
1 1

1
condicién anterior) R(¢,t) = 3 = 2, y entonces § = 5 Entonces, a = —5 B=~= 3
b) Ob B(X(5) = m(t) = -+ y B(X(t1)X (t2)) = R(t1,t2) !
Servamos que =m(t) = —= = )= ————
a 2 y 1 2 1,02 2+ (o —11)2

E(Z) = E(X(2) - X(0)) = E(X(2)) — E(X(0))) = =3 — (-3) = 0.

E(Z?) = E((X(2) — X(0))*) = E(X(2)?) + E(X(0)%) — 2E(X(0)X(2)) = R(2,2) + R(0,0) —
2R(0,2) =24+2—-2-2 = §. Var(2) =E(Z?) - E(2)? = §.

14. a) Poty = E(Y()2) = E((X(t)+N(#))2) = E(X(1)2+ N(#)2+2X ()N (t)) = E(X (t)2)+
E(N(t)2) + 2E(X(t)N(t)) = Potx + Poty + 2ey/Potx.

b) Asi, 2,78 = 2 + Poty + 262 i 4,90 = 4 + Poty + 2ev/4. La solucién del sistema es
Poty = 0,49 y € = 0,10.

15. Calculamos los pardmetros del proceso Y (t):

my (t) = E(Y (1)) = E(cos(2m fot) X (£)) = cos(2m fot) E(X(£)) = p cos(2m fot).
Ry (t1,t2) = B(Y (£1)Y (t2)) = E(cos(27 fot1) X (t1) cos(27 fot2) X (t2))

= cos(27 fot1) cos(2m fotz) B(X (t1) X (t2)) = @(ta — t1) cos(2r fot1) cos(2m fota).

Y (t) no es estacionario, ya que my (t) depende de t. S{ que verifica las condiciones de cicloes-
tacionariedad en sentido amplio, tomando T = #. En efecto, para k entero, my (¢t + kT') =

peos(2m fo(t + Jf—o ) = pcos(27 fot + 27k) = pcos(2w fot) = my (t).
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Ry (t1 + kT, to + kT) = (p((tg + kT) - (t1 =+ k‘T)) COS(27Tf0(t1 —+ T’;)) COS(ZTK‘fo(tQ + f—o))

= p(t2 — t1) cos(2m fot1) cos(2m fote) = Ry (t1,t2).
16.

a) Como m(t) = cos(at) + b debe ser constante, a = 0. Como C(t,t+7) = cos?(ct +7(t+7))
debe ser independiente de t, ¢ = —m. Tenemos ahora m(t) = 1+ by C(t1,t2) = cos?(m(ta —
t1)). Asi R(t1,t2) = C(t1,t2) + m(t1)m(te2) = cos?(m(t2 — t1)) + (1 + b)2. La potencia es
R(t,t) =1+ (1+b)?> =5, y entonces b=10b = —3.

b) Observamos que E(X (t)) = m(t) = 2 + cos7t, B(X (t1)X (t2)) = R(t1,t2) = cos?(m(t1 +
t2)) + (2 4+ cosmt1)(2 + cos wta).

Asi, E(X(0)) = m(0) = 3, E(X(1)) = m(1) = 1, E(X(0)?) = R(0,0) = 10, E(X(1)?) =
R(1,1) = 2, E(X(0)X(1)) = R(0,1) = 4.

Con los datos anteriores, Var(X(0)) = E(X(0)2) — E(X(0))2 = 1, Var(X (1)) = E(X(1)?) —
E(X (1) 2=1, Cov(X(0), X (1)) =E(X(0)X(1)) — E(X(0)) E(X(1)) = 1.

E(Y) = E(X(0)) —E(X(1)) = 2. E(Y?) = E(X(0)2+ X (1)2-2X(0) X (1)) = 10+2—2-4 = 4.
Var(Y) = E(Y?) — E(Y)? = 0. Como Y tiene varianza cero, debe ser constante. Entonces
podemos asegurar que X (0) =2 + X(1).

17.

e— (A ta)a o0 A

o0 oo
a) B(e~*4) = / e” ¥ \e M da = )\/ e~ (A taagy — \ = .
0 0 —A+a)|, At

b) Poty = E(Y(1)?) = E(X()+N(1))?) = E(X(t)+(1—e~ )X (1))?) = E((2—e~*)?X(1)?) =
E((2 - e ™)) E(X(8)?) = E(4 —de™* + e 24)Potx = (4 —4- 7 + 577)12 = 28.

c) La potencia del ruido original es:
Poty = E(N(t)?) = B((1 — e )2X(t)2) = E(1 — 2¢~4 + e 24)Potx = 4.

Ahora,
Poty = E((X(t) + N(t))?) = E(X(t)?> + N(t)* + 2X(t)N(t)) = E(X(8)?) + E(N(1)?) +
2E(X(t)) E(N(t)) = Potx + Potx + 0 = 16.

18. Observamos que E(X(t)) = p y E(X (¢1)X (t2)) = ¢(t2 — t1). Calculemos los pardmetros
del proceso Y (t):

my (t) = B(Y(?)) = E(X(t) + X(t + a)) = E(X(?)) + E(X(t + a)) = 2.

Ry (t,t+7) = B(Y ()Y (t+7)) = B(X () + X (t+a)) (X (t+7)+ X (t+7+a))) = B(X ()X (t+
TN)+EXO)X(t+74+a)+EX(t+a)X(t+7)+EEX{t+a)X(t+7+a)) = (1) +o(T+
a) + (1 —a) + (7).

Y (t) es estacionario en sentido amplio, ya que my (t) es constante y Ry (t,¢+ 7) no depende
de ¢. Su autocorrelacién es Ry (¢,t + 7) = 2¢(7) + (7 + a) + ¢(7 — a).



	Introducción
	Objetivos
	Estacionariedad en sentido estricto y en sentido amplio
	Oscilaciones aleatorias
	Cicloestacionariedad
	Espectro de potencia de un proceso estacionario
	Resumen
	Actividades
	Solucionario

