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Introduccién

En este médulo estudiaremos dos clases importantes de procesos: los procesos
estocésticos gaussianos y los procesos estocasticos de Poisson. Estos dos tipos
de procesos son una extension de las variables aleatorias del mismo nombre que

ya habifamos visto en el médulo “Variables aleatorias”.

Hemos elegido estos dos tipos de procesos por su relevancia en el mundo de
las telecomunicaciones. Cuando estudiamos las variables aleatorias de Gauss y
Poisson ya vimos que nos permitian modelizar diferentes fenémenos y sucesos
que se dan muy frecuentemente en multitud de senales y sistemas. Recordemos

algunas de las aplicaciones que estudiamos.

Con la variable aleatoria gaussiana podiamos modelizar lo siguiente:

e Fluctuacion de senales y del comportamiento de los aparatos electrénicos.
e Senales de ruido.
e Control de calidad estadistica.

e Fluctuacion de un conjunto de medidas aleatorias, etc.

Con la variable aleatoria de Poisson podiamos modelizar, entre otras:

e Numero de llamadas que llegan a una centralita telefénica o de peticiones
que llegan a un servidor.

e Numero de colisiones de paquetes en una red, etc.

Lo que haremos en este médulo es pasar de las variables aleatorias de Gauss y
Poisson a los procesos estocéasticos. Esta extension nos permitird modelizar de
una manera més detallada situaciones mas complejas. Ahora ya no tendremos
un valor para cada realizacién, como sucede en el caso de las variables aleatorias,
sino que obtendremos una funcién determinada, como sucede en el caso de los
procesos estocésticos. Recordad* que para evaluar un proceso estocéstico lo que
haciamos era tomar n muestras en instantes de tiempo diferentes y considerar
el proceso como si fuese un vector aleatorio. Por tanto, podéis entender el paso
de las variables aleatorias a los procesos estocasticos como el paso de valores

unidimensionales a vectores de orden n.

Hemos dividido este médulo en dos apartados. En el apartado 1 estudiaremos
con detalle los procesos estocédsticos gaussianos. En particular, veremos cémo
se define este tipo de procesos y veremos sus caracteristicas mas importantes.
Aplicaremos todo lo que veremos al estudio del ruido blanco. El apartado 2 lo

dedicaremos a los procesos estocéasticos de Poisson. Siguiendo la misma estruc-

Véase también

Podéis consultar los
subapartados 2.1.4 y 3.2.3
del médulo “Variables
aleatorias” para recordar las
variables aleatorias de
Poisson y de Gauss.

* Tal como vimos en el apartado
1 del médulo “Caracterizacién
estadistica y pardmetros de los

procesos estocasticos” .
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tura que en el apartado 1, lo definiremos y veremos sus caracteristicas. Una
vez hecho esto, aplicaremos todos estos conocimientos a un caso particular: el

estudio de las senales de telegrafia.



CC-BY-NC-ND e PID_00253298 7 Procesos estocésticos gaussianos y procesos estocésticos...

Objetivos

Los objetivos que debe alcanzar el estudiante una vez trabajados los materiales

didéacticos de este mdédulo son:

1. Conocer los procesos gaussianos, saber cémo se caracterizan.
2. Estudiar las propiedades de los procesos gaussianos.

3. Aplicar los procesos gaussianos al estudio del ruido blanco presente en mu-

chos sistemas de telecomunicacion.
4. Conocer el proceso de Poisson y sus derivados.
5. Estudiar los parametros del proceso de Poisson y calcularlos.

6. Aplicar los procesos de Poisson para estudiar un caso concreto: los sistemas

de telegrafia.
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1. Procesos estocasticos gaussianos

Los procesos estocasticos gaussianos o normales extienden el concepto de varia-
ble aleatoria normal. Se pueden pensar como si en cada instante ¢ se generase
una variable gaussiana X (t), es decir, es como tener una variable gaussiana

dependiente de un indice continuo t.

1.1. Variable gaussiana n-dimensional

Para poder definir el proceso estocastico gaussiano, necesitamos definir

previamente el vector aleatorio gaussiano.

Recordemos primero la variable aleatoria gaussiana unidimensional. Decimos

que X es gaussiana o normal si su densidad es:

1 _(:1:—771)2
fX(l’):me 207, (1)

donde m es el valor medio de X y o (sigma) la desviacién tipica o estdndar.

El comportamiento gaussiano se generaliza a dimensiéon superior n tomando
una funcién de densidad que sea la exponencial de un polinomio de segundo
grado en sus variables. Este polinomio se expresa en funcién de los parametros

de primer y segundo orden de las n variables.

Definicién 1.1. Las variables aleatorias X, X5, ..., X, son conjunta-

mente gaussianas si su densidad conjunta es

1 1 o NT pr—1(.
fX17X2’...,X"(z17:I:27"'7xn) = We s(x—m)" K™ " (z m)’ (2)
donde z es un vector de dimensién n: © = (21, %2, ..., Tn).

Los valores de x pueden variar entre —oo < z; < oo. El vector de valores
medios, m, también tiene dimensién n y representa las medias de cada x;, es
decir, m = (mqy,ma,...,my,) es el vector de esperanzas y m; = E(X;). K es la
matriz de covarianzas: K; ; = Cov(X;, X;), ¢,j = 1,2,...,n y representamos

el determinante de esta matriz con |K|. K~! es la inversa de la matriz de

Véase también

Recordad la variable aleatoria
de Gauss o normal vista en el
subapartado 3.2.3 del médulo
“Variables aleatorias”.

Observacién

Tened en cuenta que en esta
definicidén el vector x que
aparece en el exponencial es
n-dimensional. m también es
un vector y corresponde a las
medias de cada z;. K es la
matriz de covarianzas, es
simétrica y tiene dimensiones
n X n.




CC-BY-NC-ND e PID_00253298 10

Procesos estocéasticos gaussianos y procesos estocasticos...

covarianzas. Observad que la matriz K es simétrica, es decir, K; ; =
que Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;).

jyis Ya

Covarianza, coeficiente de correlacién y varianza

Recordad la definicién de covarianza para los vectores bidimensionales que vimos en el

subapartado 2.4 del médulo “Vectores aleatorios”: Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
También definfamos el coeficiente de correlacién p (ro) como: p = % La varianza

de una variable aleatoria es Var(X) = E(X2) —E(X)2 = 02 (subapartado 3.3 del médulo
“Variables aleatorias”), que, si os fijdis, también corresponde a Var(X) = Cov (X, X).

Como vimos en el caso de la variable aleatoria gaussiana, todo lo que necesita-
mos para definir la funcién de densidad de este tipo de proceso estocastico es
el vector de medias y el equivalente a la desviaciéon estdandar, que en este caso

es la matriz de covarianzas.

Veamos un ejemplo de ello y hagamos algunos calculos.

Ejemplo 1.1

Como ejemplo, obtendremos la densidad de un vector de dimensién 2 gaussiano. Repre-
sentamos X1 = X, X2 = Y. Es decir, tenemos un vector bidimensional formado por dos
variables aleatorias gaussianas, X e Y, con medias mg y my y desviaciones o, y oy,
respectivamente. El vector de esperanzas es m = (mx, my ). Expresando la covarianza
en términos del coeficiente de correlacién p y de las desviaciones de X y de Y, ox y
oy, tenemos que Cov(X,Y) = poxoy. Los términos diagonales de K son las varianzas
Cov(X,X) = Var(X) = 0%,Cov(Y,Y) = Var(Y) = 0%. Asf

2
_ Ox pPOXOY

2

pPOXTY gy

A continuacién calculamos el determinante de la matriz de covarianzas:

K| =0%0%(1- 7).

Con estos datos ya podemos calcular la matriz de covarianzas inversa, K —!:

1 __r
K-l = 1 % oxOy
1-— p2 14 1
oXOoY o2

En la funcién de densidad que hemos visto mediante la ecuacién (2) debemos poner n = 2
y |K[Y? = oxoy/1—p2.

El exponente del término exponencial se calcula como sigue:

P

2 - —
(—m)T K=Y (z—m) = (z—mx,y—my) 2 X ")1‘"" r—mx
- P
T oxoy o3 y—my

1—p ag( oxOy crf,

S <(xmx)2 oy, Emm —my) | (ymy>2>.

Observacion

En esta expresién se
considera (z — m) como una
matriz columna, de manera
que (x —m)TK~1(z —m)
es producto de matrices con
dimensiones
Ixn)-(nxn) (nx1)=
(1x1).
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Y sustituyendo todos los términos que hemos calculado en la expresién de la funcién de
densidad para una variable gaussiana multidimensional, llegamos a la férmula siguiente:

1 (w—mx)? , (@=mx)y-—my) (y=my)?
1 2(1—p2)< = P oxOY + o2

fxy(@y) = ———Fr—
2roxoy /1 — p?

®3)

Veamos ahora un segundo ejemplo en el que se pueden aplicar todos estos

conceptos.

Ejemplo 1.2

(X,Y,Z) es un vector tridimensional gaussiano donde E(X) = 0,E(Y) = 1,E(Z) = 0,
Var(X) = 1,Var(Y) = 1, Var(Z) = % Nos dicen que X e Y son independientes, Y y Z
son independientes, y Cov(X, Z) = % Se trata de escribir la densidad conjunta.
Tenemos que Cov(X,Y) = Cov(Y, Z) = 0, ya que dos variables independientes también
son incorrelacionadas. Asi, tenemos todos los pardmetros de primer y segundo orden y
los podemos sustituir en la expresién general (ecuacién (2)). Tendremos que n =3y

Var(X)  Cov(X,Y) Cov(X,Z) 1 o0 1%
K=| Cov(X,Y) Var(yY) Cov(v;2) [=] 0 1 o0
Cov(X,Z) Cov(Y,Z2)  Var(Z) 1 0 4

El determinante de esta matriz vale |K| = i y su inversa es:

2 0 -2
K= 0 1 o
2 0 4

2 0 -2 x
1( 1,z) 2 Lo 92 gpayy 2
——(r,y—1,z2 _ =—x° — —y° — 2z Tz - —.
5@y 0 1 0 y—1 5Y v 3
-2 0 4 z

Finalmente, la funcién de densidad queda:

2 21,2 _95.2.0, _1
fXYZ(x7y’z) = We x Y —22"+2wz+y 2.

Senalemos ahora las propiedades siguientes del vector gaussiano

n-dimensional:

1) En un vector aleatorio gaussiano, la distribucién marginal de cual-

quier subconjunto de las variables también es gaussiano.

2) La distribucién de probabilidad de un vector aleatorio gaussiano que-
da determinada a partir de los parametros de primer y segundo orden

de las variables que lo forman.

Correlacion y variables
independientes

Recordad que la definicién de
correlacién es la esperanza
del producto menos el
producto de esperanzas.
También hemos visto que si
dos variables son
independientes, la esperanza
del producto es el producto
de esperanzas. Por tanto, las
variables independientes son
incorrelacionadas.
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Efectivamente, la densidad que hemos visto en la ecuacién (2) queda fijada si

conocemos las esperanzas, varianzas y covarianzas de las variables Xj.

Ejemplo 1.3

Ya sabemos que si dos variables, X e Y, son independientes, entonces son incorrelaciona-
das. Como acabamos de ver en el ejemplo anterior, eso significa que Cov(X,Y) = 0. En
general, dos variables pueden ser incorrelacionadas sin ser independientes. Analicemos
este aspecto para el caso de las variables gaussianas. ;Qué pasa si dos variables X e Y
conjuntamente gaussianas son incorrelacionadas (Cov(X,Y) = 0)?
Cov(

Cov(X,Y) _ (. Introducien-
oxo

do este valor en la funcién de densidad gaussiana definida en la ecuacién (3) encontramos:

Si son incorrelacionadas, el coeficiente de correlacién vale p =

(a=mx)? +<y—w2;y>2>

1
L (e
fx,y(z,y) = e X Y
2nox oy

Ahora, este resultado coincide con el producto de las densidades marginales de X y de Y

(z—mx)? (y—my)?
1 e Lx 1 o Y
x () fy = ¢ ' - e Y
Ix@fy @) V2o x V2moy

Hemos demostrado, pues, que si dos variables gaussianas son incorrelaciona- .
Recordatorio

das, entonces son independientes. Esta es una propiedad caracteristica de las

Cuando dos o mds variables
gaussianas son
incorrelacionadas, son
también independientes.

variables aleatorias normales.

3) Las variables X;, Xs,...,X,, conjuntamente gaussianas, son inde-

pendientes si y solo si son incorrelacionadas (Cov(X;, X;) = 0 para todo

i # ).

Recordemos que independencia siempre implica incorrelaciéon. En el caso gaus-
siano, también es cierto lo reciproco. Para demostrarlo solo hay que tener en
cuenta que, si son incorrelacionadas, la matriz K es diagonal y eso nos facto-
riza la densidad conjunta en producto de las densidades marginales de todas
las X;. Recordad que este cdlculo se ha hecho en detalle para el caso n =2 en

el ejemplo 1.3.

4) El caracter gaussiano se mantiene bajo transformaciones lineales.

Es decir, si tenemos un vector gaussiano y obtenemos nuevas variables haciendo
combinaciones lineales de las variables que forman este vector, el resultado son
variables que también son gaussianas. El motivo es que al hacer el cambio en
la funcién de densidad se obtiene también la exponencial de un polinomio de
segundo grado en las nuevas variables. De hecho, podemos hacer el cambio no

homogéneo, es decir, sumando una constante.

Veamos un ejemplo para clarificar esta propiedad de los vectores gaussianos

para el caso de dimensién 3.
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Ejemplo 1.4

A partir del vector (X, Y, Z) del ejemplo 1.2 definimos un nuevo vector aleatorio (U, V, W)
de la manera siguiente:

U=X+Z7Z
V=Y-1
W=2X-37

Del sistema anterior podemos aislar X, Y, Z en funcién de U, V, W:

= 13U+ W)

=V+1

_ 1
Z=3%i2Uu-w)

La funcién de densidad de (U, V, W) dependerd de estas variables por medio de la expo-
nencial de la funcién que se obtiene sustituyendo z = (3u+w) /5,y = v+1,z = (2u—w)/5
en el polinomio que tenfamos en la exponente de la funcién de densidad de (X,Y, Z):

1 1

2 2 2

—x° — —y° — 22"+ 2xz2+y— —=.
21/ Y 2

El resultado es un nuevo polinomio:

Asi, el vector (U, V, W) también es gaussiano.

Una manera de escribir la funcién de densidad conjunta de las nuevas variables U, V, W
sin hacer el cambio a partir de la funcién de densidad del vector (X,Y,Z) consiste en
calcular los pardmetros de las nuevas variables y utilizar la férmula general (ecuacién (2)):

E(U) = E(X 4+ Z) = E(X) + E(Z) =0,
E(V)=E(Y —1)=E(Y)—1=0,
E(Z) = BE(2X — 3%Z) = 2E(X) — 3E(Z) = 0.

Para calcular los pardmetros de segundo orden advirtamos que E(XY) = Cov(X,Y) +
E(X)E(Y) = 0. De la misma manera se obtiene E(YZ) = 0 y E(XZ) = % También
tenemos que E(X?) = Var(X)+E(X)? =1, E(Y?) =2y E(Z?) = % Ahora obtenemos

Var(U) = E(U?) — E(U)? = E[(X + £)?] = E(X?) + 2E(XZ) + E(2?) = 2,
Var(V) = E(V?) —E(V)? =E[(Y - 1)?)] =E(Y?) - 2E(Y) +1 =1,

Var(W) = E(W?) — E(W)? = E[(2X — 32)?] = 4E(X?) — 12E(XZ) + 9E(Z?) = 3.
Cov(U,V) = E(UV) — E(U)E(V) = E[(X + Z)(Y — 1)]
=E(XY)+E(ZY) - E(X) -E(Y) =0,

Cov(U, W) = E(UW) — E(U) E(W) = E[(X + Z2)(2X —32)]

=2E(X?) - E(XZ) - 3E(Z?) =0,

Cov(V,W) = E(VW) — E(V)E(W) = E[(Y — 1)(2X — 3Z2)]

=2E(XY) - 3E(ZY) — 2E(X) + 3E(Z) = 0.
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La matriz de covarianzas y su inversa son:

5 2
5 0 0 2 0 0
K=|90 1 o0 [ E7'=| 10 1 0
0 0 3 0o o0 2
El determinante vale | K| = 24—5. Sustituyendo todo esto en la ecuacién (2) sale:
2 1,2 2_ 1.2
u, v, w) = e 5% T2V T5Y
Jovw ( ) 5(2m)3/2
Continuemos viendo algunas propiedades.
5) Dado un vector n-dimensional gaussiano X7, Xo, ..., X, siempre es
posible encontrar n variables Ny, Ns, ..., N, gaussianas de valor medio 0

y varianza 1, independientes, tales que todas las X; se obtienen como

combinacién lineal de estas mas un desplazamiento constante.

Asi, podemos reducir un vector gaussiano a sus grados de libertad mas simples.

Veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo 1.5

En el ejemplo anterior las nuevas variables U, V, W eran incorrelacionadas y, por tanto,
tratdndo-se de gaussianas, independientes. Tenian esperanza cero pero la desviacién de
U y W era diferente de 1. Eso lo podemos arreglar dividiendo estas dos variables por su
desviacién. El cambio de variable que nos interesa es:

N1 = \/%(X-FZ)

No=Y —1
N3 = \/g(QX —32)
La funcién de densidad del vector (N1, N2, N3) es:

1

leNgNg(n17n27n3) = We

En efecto, dado que las variables N; son independientes, es el producto de las funciones
de densidad marginal:

M)
N

ny n3 n%

f ( ) e 2 e 2 e 2
N{NyNz\n1,N2,N3) = —F/— ——F— ——F— -
1 V2 V2w 27

En este subapartado hemos visto cémo se define un vector n-dimensional gaus-

siano y cémo se trabaja con él. Una vez visto este punto ya podemos dar el
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paso siguiente: a partir de esta definicién, extenderemos el uso del vector n-

dimensional al concepto de proceso estocastico gaussiano.

1.2. Proceso estocastico gaussiano

Llegamos al concepto de proceso gaussiano de manera natural, ya que un pro-
ceso se especifica por medio de la distribucién de sus muestras, y estas son

vectores n-dimensionales.

Definicién 1.2. El proceso estocédstico X (t) es gaussiano si pa-
ra todo n > 1 y para todo ti,ts,...,t, las variables aleatorias

X(t1), X (t2),...,X(t,) son conjuntamente gaussianas.

Se trata de un proceso de estado continuo. Las funciones de densidad de orden n

valen:
]. 1 T —1
. - —z(@—m)" K™ (z—m)
f(xh:rg,...,xn, t17t27...,tn)— (2’/T)n/2|K‘1/2e s (xT—m x m’ (4)
donde © = (z1,29,...,2,), —00 < x; < oo. Dado que ahora las variables
son X(t;), resulta que m; = E(X(t)) v K;; = Cov(X(t;),X(t;)),4,7 =
1,2,...,n. Estos valores estan relacionados directamente con las funciones de

valor medio m(t) = E(X(t)) y de autocovarianza C(t;,t3) = Cov(X (t1), X (t2)).
Asi, en la densidad anterior m = (m(t1), m(t2),...,m(tn)) y K, ; = C(t;, t;),
i,j=1,2,...,n.

Tenemos el resultado importante siguiente, que permite caracterizar los proce-

S0S gaussianos.

Proposicion 1.1. La distribucién de probabilidad de un proceso es-
tocastico gaussiano queda completamente determinada por las funciones

de valor medio y de autocorrelacion.

Demostracién: En efecto, conocidas m(t) y R(t1,t2), podemos escribir la den-
sidad de cualquier muestra del proceso (recordemos que C(ty,ts3) = R(t1,t2) —
m(t;)m(ts)). M

Una vez definidos los procesos estocasticos gaussianos nos interesara centrar-
nos en un tipo particular: los procesos estocédsticos gaussianos estacionarios.
Recordad que la estacionariedad de un proceso estocastico estd determinada

por el hecho de tener una estadistica invariable con el tiempo.

Caracterizacion de un
proceso gaussiano

Un proceso estocastico
gaussiano queda
estadisticamente determinado
por las funciones m(t) y
R(tl, t2).

Véase también

La estacionariedad de un
proceso estocastico se estudia
en el médulo “Procesos
estocdsticos estacionarios”.
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1.3. Propiedades de los procesos gaussianos estacionarios

Hemos visto* que un proceso estocastico estacionario en sentido amplio es
aquel que tiene el valor medio constante m(t) = m y en el que la autocorre-
lacién depende solo de la distancia entre los dos instantes de tiempo fijados,
R(t1,t2) = R(t2 — t1). Podemos, pues, tener procesos gaussianos estacionarios
en sentido amplio si elegimos los pardmetros de esta manera. De hecho, estos
procesos son también estacionarios en sentido estricto, ya que para los procesos
gaussianos toda la estadistica se obtiene a partir de m(t) y R(t1,t2), que ahora

son invariantes bajo desplazamientos temporales.

Proposicion 1.2. Un proceso estocastico gaussiano es estacionario en

sentido estricto si y solo si es estacionario en sentido amplio.

Demostracién: Ya sabemos que todo proceso estacionario en sentido estric-
to también lo es en sentido amplio. Supongamos ahora que tenemos un pro-
ceso gaussiano estacionario en sentido amplio. Para serlo en sentido estric-
to es necesario que todas las densidades de orden n > 1 sean invariantes
al hacer el cambio t; — ¢; + 7 para todo 7. Esta invarianza se da, ya que
flx1, @, ... xy; t1,ta,...,t,) solo depende de los tiempos a través de m(t),
que ahora es constante, y de la matriz K, cuyos elementos son todos de la forma
C(ti,tj) = R(t;—t;) —m?. Al calcular f(z1,22,...,2Tn; Li+T,ta+T, ..ty +7)
solo debemos cambiar C(t;,t;) por C(t;+7,t;+7) = R[(ti+7)—(t;+7)]—m? =
R(t; —t;) —m? = C(t;,t;). Es decir, la densidad queda igual. B

Las figuras 1 y 2 muestran realizaciones de procesos gaussianos estacionarios y

no estacionarios.

Figura 1. Proceso gaussiano no estacionario (m(t) = sint, linea punteada)

X0
o

* Véase la definicién 1.2 del
mddulo “Procesos estocdsticos
estacionarios” .

Estacionariedad de los
procesos gaussianos

Un proceso estocastico
gaussiano estacionario en
sentido amplio también lo es
en sentido estricto.

Figura 1

La media de este proceso
gaussiano no es constante,
depende del tiempo. Por lo
tanto, sabemos que el
proceso no es estacionario en
sentido amplio y tampoco no
lo es en sentido estricto.
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Figura 2. Proceso gaussiano estacionario (m = 1, linea punteada)

2 Figura 2

Observad la realizacién de un
proceso estocdstico gaussiano
estacionario. Entre otras
cosas, se cumple que la
media m es una constante.

X
—

En el subapartado siguiente veremos un ejemplo de proceso estocéstico gaus-

siano estacionario: el ruido blanco.

1.4. Ruido blanco

Antes de comenzar a ver este caso particular de proceso estocastico estacio-
nario, debemos recordar la definicién de la funcién delta de Dirac, ya que la

utilizaremos en este subapartado.

Impulso instantaneo

Definicién 1.3. La funcién delta de Dirac es una funcién generalizada La funcién delta de Dirac

también se denomina impulso
. ., . ., X instantaneo, ya que es una
integracién. Para cualquier funcién continua o(¢): funcién que vale infinito para
t = 0y cero para el resto de
los valores.

que se representa como §(t) y se define por su comportamiento bajo

/ " 6(t — a)p(t)ds = p(a). (5)

Veamos que:
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4(t) se interpreta como un impulso instanténeo concentrado para t = 0. Una .
Transformada de Fourier

manera intuitiva de representarla es:
Intuitivamente podemos
esperar que la transformada
de Fourier de una delta de

oo, t=0, Dirac sea una constante en
5(t) = frecuencia porque parat =0
0, ¢ 7& 0. tenemos una variacién de la

sefial infinita. Esto se traduce
en una sefal en frecuencia
que contiene todas las
frecuencias posibles.
Inversamente, una senal en
frecuencia que contiene todas
las frecuencias posibles se
00 traducird, mediante la
.7:[5(15)] _ / 5(t)67]271'ftdt = 1. ::rans.formada |nver~sa de
ourier, en una sefal con
variaciéon temporal infinita.

Podemos calcular la transformada de Fourier utilizando la ecuacién (5):

— 00

Dado que F[§(t)] = 1, tenemos que la transformada de Fourier inversa F~![1] =

0(t). Asf se obtiene la representacion integral de la delta:

5(t) = /_ h eI It df. (7)

Definicién 1.4. Un proceso estocdstico estacionario se denomina de
ruido blanco si su espectro de potencia es constante S(f) = sg para

—00 < f < oco. Entonces su funcién de autocorrelacion vale
R(r) = [ soe™17df = sod(7), (®)

donde se ha utilizado la representacién integral de la delta de Dirac

(ecuacién (7)).

Ruido blanco y

Observemos que la ecuacién (8) nos dice que R(t1,t2) = sod(ta —t1). Ya hemos autocorrelacién

comentado que la delta es nula cuando su argumento es diferente a cero. Asi La funcién de autocorrelacién

R(t1,t2) = 0 para t; # to. Considerando que no existe correlacién en instantes mide cémo fluctia la sefial a
. . . lo largo del tiempo, qué

diferentes, el comportamiento del proceso es totalmente irregular. En este sen- memoria o posible prediccién

de valores pasados o futuros
tiene. La expresién (8) nos
con la luz blanca, en la que estan presentes todas las frecuencias (colores) con dice que el ruido blanco se
parece a él mismo en un
mismo instante de tiempo,
pero que los valores
anteriores o posteriores no
tienen ningun tipo de
relacién con el valor actual.

tido, queda justificado denominarlo ruido. El término blanco esta en analogia

el mismo peso. Veamos un ejemplo de ruido blanco.

Ejemplo 1.6

Un ejemplo de proceso de ruido blanco es un proceso gaussiano estacionario con R(7) =

d(7). En este caso los valores del proceso en instantes diferentes son variables indepen-
dientes.
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Figura 3. Proceso gaussiano de ruido blanco

4 .
Figura 3

Un proceso gaussiano
estacionario con R(7) = 6(7)
es un ejemplo de ruido
blanco.

X(®)
N
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2. El proceso estocastico de Poisson

Muchas situaciones en ingenieria implican la presencia de acontecimientos que
se produjeron en instantes aleatorios con independencia unos de otros. En
términos genéricos, un proceso de Poisson cuenta el nimero de veces que su-
cede un acontecimiento predeterminado en un intervalo de tiempo [0,t). Por
ejemplo, la llegada de llamadas a una centralita telefénica o de conexiones a un
servidor de Internet. Si nos limitamos a contar el nimero de acontecimientos en
un intervalo concreto, podemos definir la variable aleatoria discreta de Poisson
tal como la vimos en el médulo “Variables aleatorias”. Si, ademés, queremos

tratar el tiempo de manera dindmica, necesitamos el proceso de Poisson.

2.1. El proceso de Poisson

Consideremos la situacion en la que una serie de acontecimientos se producen en
instantes aleatorios. Representamos como N(t) el nimero de acontecimientos
en el intervalo [0,t) y N(tq,t5) €l nimero de acontecimientos en el intervalo
[ta;ts). Observemos que N(tq,tp) = N(ty) — N(tq). Fijados t4, ts, €l contador

N(tq,ty) es una variable aleatoria unidimensional.

Decimos que el proceso es de Poisson si:

e Kl ntmero de acontecimientos en dos intervalos temporales disjuntos son

variables aleatorias independientes.

e Si N = N(t,t + 7), entonces, para 7 muy pequefio podemos aproximar
P(N=1) = At y rechazar P(N > 1).

Entonces, podemos hacer la aproximacién consistente a partir del tiempo en
pequenos intervalos disjuntos y considerando variables de Bernoulli indepen-
dientes que nos indican si en cada pequeno intervalo se ha producido un acon-
tecimiento o no. Es posible dar el paso al limite y demostrar que la variable
N = N(tg4,tp) tiene la funcién de probabilidad

o Q"
P(N=n)=e R (9)
donde a@ = A(tp — t,) y n = 0,1,... Es decir, fijado un intervalo cualquiera

el contador de acontecimientos correspondiente es una variable de Poisson con

parametro .



CC-BY-NC-ND e PID_00253298 21 Procesos estocasticos gaussianos y procesos estocésticos...

Definicién 2.1. El proceso estocastico de Poisson consiste en tomar
como funcién N (t), el ntimero total de acontecimientos producidos en el

intervalo [0, t).

Figura 4. Realizacién del proceso de Poisson Figura 4
6 Un proceso de Poisson
cuenta el ndmero de veces
que se produce un
acontecimientos en un cierto
Sr intervalo de tiempo; por lo
tanto, es un proceso discreto
y escalonado.
4
<
3 —
z
2 —
‘I —
0 I I I I
0 1 2 3 4 5

Es un proceso a tiempo continuo y de estado discreto. Su funcién de probabi-

lidad de primer orden es:

P(N(t)=n) = e n=0,1,2,... (10)

2.2. Parametros del proceso de Poisson

Fijado ¢, N(t) es una variable de Poisson de pardmetro At. Como sabemos, esta Véase también

variable verifica E(N(¢)) = Var(N(t)) = At.

Recordad los pardmetros de
la variable aleatoria de

. Poisson que vimos en el
Entonces, para el proceso de Poisson: subapartado 2.1.4 del médulo

“Variables aleatorias”.

m(t) = X, (11)

M1+ A2tite, sit; <ts,
R(ty,ty) = (12)

Mo + A2tite, sit; > to.



CC-BY-NC-ND e PID_00253298 22 Procesos estocasticos gaussianos y procesos estocésticos...

Demostracién: El valor medio es m(t) = E(N(t)) = At.

Ahora consideramos t; < to. Las variables aleatorias N (t1) y N(t2) — N (¢1) son
variables de Poisson N(0,¢1) y N(t1,t2) independientes, ya que sus intervalos

son disjuntos. Entonces la autocorrelacién es:
R(t1,t2) = E[N(t1)N(t2)] = E[N(t1)(N (t2) — N(t1) + N(t1))]
= E[N(t1)(N(t2) — N(t1))] + E[N(t1)?]
= E[N(t1)]E[(N(t2) — N(t1))] + E[N (t1)?]
= E[N(t:)] E[N(t2)] + E[N(t1)?] — E[N (t1)]?
= E[N(t1)] E[N (t2)] + Var[N (t1)]

= A1 Aty + M.

El caso t; > t5 se obtiene intercambiando ¢ y t2, ya que R es simétrica. B

Podemos escribir R(t1,t2) = Amin(t1,t2) + A\%t1te. La funcién de autocovarian-

za es:
C(tl,tg) = )\mfn(tl,tg). (13)

Segun la ecuacién (11), el pardmetro A = @, es decir, es el nimero medio de

acontecimientos por unidad de tiempo. Observemos que el proceso de Poisson Parémetro de un proceso de

Poisson

no es estacionario, ya que m(t) depende de t.

El pardmetro A de un proceso
de Poisson es el nimero
medio de acontecimientos por
estocastico de Poisson. unidad de tiempo. Recordad
que lo habiamos visto en el
subapartado 2.1.4 del médulo
“Variables aleatorias” .

Se resumen, a continuacién, los pardmetros mas importantes de un proceso

Parametros del proceso de Poisson

m(t) = At
R(tl, tQ) = )\ml’n(tl, tg) aF >\2t1t2
C(tl y tg) = min(tl, tg)

Pot(t) = A\t + \%t2

A partir de las caracteristicas de los procesos de Poisson haremos en el subapar-

tado siguiente el estudio de una senal telegrafica aleatoria.
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2.3. Senal telegrafica aleatoria

Dada la situacién de llegada de acontecimientos de tipo Poisson, hemos cons-
truido un proceso tomando como funcién aleatoria el contador N(t). En la
misma situacién podemos construir otras funciones. Estudiaremos primero el

proceso Z(t) = (—1)N®), consistente en un signo +1 que se va alternando.

Figura 5. Realizacién del proceso de sefal telegréfica Figura 5

2 Construimos el proceso
aleatorio de la figura con la
expresién Z(t) = (=1)N(®),
donde N(t) es un proceso de
Poisson. Z(t) = 1 cuando
N(t) espary Z(t) = —1

1 cuando N (¢) es impar.

Y
1k
I I I I
= 0 1 2 3 4 5

Z(t) se trata de un proceso de estado discreto que solo puede tomar los valores

+1y —1.

La funcién de probabilidad de primer orden del proceso Z(t) = (—1)N®

vale:

1 +€_2>\t
= T’
(14)
1— e—ZAt
P(Z(t)=-1) = ——

Demostracién: Recordemos la serie de Taylor de la funcién exponencial. Para

todo z,

e’ = —. (15)
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La podemos separar en una parte par y una parte impar:

2k+1

=X gy (19

ZIJ 7{1/’

e 4 e 7 > :L.Qk:
2 ”; (2k)1

Ahora, que Z(t) valga +1 o —1 corresponde al hecho de que N(t) sea par o

impar, respectivamente, de manera que:

P(Z()=1) = " P(N() = 26) = ie_”((;tii)'
k=0

k=0

\ eAt +6—At _ 1 +€—2At
2 o 2

De manera andloga se obtiene P(Z(t) = —1). B

A partir de la ecuacién (14) calculamos el valor medio:

y la autocorrelacién (para t1 < tg):

E(Z(t1)Z(t2)) = E[(_l)N(tl)(_l)N(tz)] — E[(_l)N(tg)—N(tl)}
= E[(_l)N(tlth)] — e—2z\(t2—t1)7
vaque (—1)V = (=1)"N, y N(t1,t5) = N(t2) — N(t1) vuelve a ser una variable

de Poisson de pardmetro A(tz — t1). En general tendremos E(Z(t1)Z(t2)) =
6—2)\‘t2—t1|.

Figura 6. Autocorrelacién R(7) = E(X (t)X (¢ + 7)) en funcién de la diferencia
de tiempo 7, para la sefal telegrafica Figura 6

La autocorrelacién de la sefal
telegrafica aleatoria es
maxima cuando la sefial se
compara con ella misma y
decae rapidamente a medida
que desplazamos la sefal.

R(z)
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La autocorrelacién muestra un comportamiento légico, ya que a medida que
pasa el tiempo el signo de Z(t) va cambiando varias veces y perdemos la corre-
lacién entre los dos instantes. También esperariamos que el valor medio fuese
cero. De hecho, E(Z(t)) tiende a cero con una cierta rapidez a medida que
aumenta t. El motivo es que Z(0) = 1 en todas las realizaciones, considerando

que el contador N(t) siempre comienza a 0.

Para evitar este efecto artificial de condicién inicial hacemos la siguiente defi-

nicién.

Definicién 2.2. El proceso estocastico de senal telegrafico alea-

torio es:

X(t)=S(=1", (17)

donde N(t) es el proceso de Poisson y S es una variable aleatoria que
adquiere valores +1 y —1 con la misma probabilidad, independiente
de N(t).

Observemos que E(S) = 0y S? = 1. Ahora tenemos que:

mx(t) =0, Rx(t1,tp) = e~ 2=l (18)

Demostracién:

mx (t) = B(X (1)) = B(S(-1)"") = B($) B[(-)NV] =0 e =0,
Rx(t1,t2) = B(X(t1)X (12)) = B(S*Z(t1)Z(t2)) = B(Z(11) Z(t2)) = e M2 7110

La senal telegrafica aleatoria es un proceso estacionario (al menos en sentido
amplio) segin se deduce del resultado anterior. A continuacién se presentan los

principales pardametros de la senal telegréafica aleatoria.

Parametros de la senal telegrafica aleatoria:

m(t) =0
R(t1,t5) = e~ 2At2—tl
C(t1,t2) = e~ A2t

Pot(t) =1
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2.4. Distribucién de los instantes de Poisson

En los procesos anteriores toda la informacion sobre el resultado del experi-
mento estd en la localizacién temporal del primer acontecimiento (74), la del
segundo acontecimiento (7%), etc. Por lo tanto, tiene interés estudiar la se-
rie de variables aleatorias T;, ¢ = 1,2,3,... De hecho, los grados de libertad
més simples son los intervalos entre acontecimientos Ay = T, Ay = T — T7,
Az =T3 —T5, ete.

Figura 7. Distribucién de los intervalos de tiempo entre sucesos en un proceso de Poisson. Figura 7

5 Los acontecimientos de
Poisson se producen en
instantes 17,75, ... Los
intervalos entre estos

4+ instantes corresponden a las
variables A1, Ao, ...

N(D)
N
T

Se puede ver que las variables A; son independientes, ya que los acontecimientos
se producen de manera independiente unos de otros. Entonces, el tiempo que
pasa desde T; hasta que se produce el acontecimiento ¢ + 1 es independiente de
la localizacién de los acontecimientos anteriores. Ademads, las variables A; son

todas exponenciales de parametro .

Proposicion 2.1. En el proceso de Poisson el tiempo que transcurre en-
tre acontecimientos consecutivos son variables exponenciales de parame-

tros A independientes.

Demostracién: Calculemos la funcién de distribucién de A;. Para t > 0,
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Ahora, A; > t equivale a decir que en el intervalo [T}, T; 4+ t) no habido ningtin
acontecimiento. Esto es la probabilidad P, independiente de T;, que el contador
asociado a un intervalo de longitud ¢ valga 0, es decir, P = e~*. Entonces

Fa,(t) =1— e que es la distribucién de una variable exponencial. B

Una manera simple de simular un proceso de Poisson es ir obteniendo valores
independientes de una variable exponencial de pardmetro A e irlos sumando

para obtener los instantes en los que se producen los acontecimientos.
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Resumen

En este modulo hemos visto dos tipos de procesos estocéasticos concretos: los

procesos gaussianos y los procesos de Poisson.
Procesos estocasticos gaussianos

Para poder definir los procesos estocasticos gaussianos es necesario definir pri-
mero el vector aleatorio gaussiano n-dimensional. Esta definicion es una exten-
sion de la definicién de variable aleatoria gaussiana. Concretamente, el vector

aleatorio (X1, Xo,...,X,,) es gaussiano si su densidad es:

1 —%(.’r—m)TK’I(x—m).

fX1,X27~~;Xn (3317.%‘2, ceey .’L‘n) = We

Los vectores aleatorios gaussianos tienen algunas propiedades interesantes:

e La distribucion marginal de cualquier subconjunto de las variables del vector

gaussiano también es gaussiana.

e La distribucién de probabilidad de un vector aleatorio gaussiano queda de-
terminada a partir de los parametros de primer y segundo orden: esperanzas,

varianzas y covarianzas.

e Lasvariables X1, Xo, ..., X,, conjuntamente gaussianas, son independientes

si y solo si estan incorrelacionadas (Cov(X;, X;) = 0 para todo ¢ # j).
e El caracter gaussiano se mantiene bajo transformaciones lineales.

e Dado un vector n-dimensional gaussiano X;, Xo, ..., X,, siempre es posible
encontrar n variables Ny, No, ..., N, gaussianas de valor medio 0 y varianza
1, independientes, tales que todas las X; se obtienen como combinacién

lineal de estas mas un desplazamiento constante.

A partir de esta definicién podemos definir el concepto de proceso estocastico
gaussiano. Un proceso estocéstico, X (), es gaussiano si las variables aleatorias

X(t1), X(t2),..., X(tn) son conjuntamente gaussianas.

Para caracterizar este tipo de procesos utilizamos el resultado siguiente: la
distribucién de probabilidad de un proceso estocastico queda completamente

determinada por las funciones de valor medio y de autocorrelacién.
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Respecto a la estacionariedad de los procesos estocasticos gaussianos, sabemos

que son estacionarios en sentido estricto si y solo si lo son en sentido amplio.
Procesos estocéasticos de Poisson

Un proceso de Poisson cuenta el niimero de veces que se produce un aconteci-
miento en un intervalo de tiempo definido, y lo representamos con N (t). Este

proceso se caracteriza por los pardmetros siguientes:

R(th tg) = )\min(tl, tg) + >\2t1t2
C(tl 5 tg) = ml'n(tl, tQ)

Pot(t) = At + \%t2

Una variacion de este tipo de procesos es la senal telegrafica aleatoria. En este

caso hemos visto que los parametros estadisticos son los siguientes:

m(t) =0
R(ty,tz) = e 2Mt2=hl
C(tl, tQ) = 672)\“27“'

Pot(t) =1

Finalmente, hemos estudiado cémo es la distribucién del tiempo entre aconte-
cimientos. Hemos visto que en los procesos estocasticos de Poisson el tiempo
entre acontecimientos consecutivos son variables exponenciales independientes

y con parametro A.
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Actividades

1. a) Escribid la funcién de densidad conjunta de una variable gaussiana bidimensional
(X,Y) tal que E(X) =0, E(Y) =1, Var(X) =5, Var(Y) = 10y p = %

b) Escribid la funcién de densidad marginal de la variable X del apartado anterior.

c) Escribid la funcién de densidad conjunta de una variable gaussiana bidimensional (X,Y")
tal que E(X) =E(Y)=0,0x =oy =1lyp= %

d) Escribid la funcién de densidad conjunta de una variable gaussiana bidimensional (X,Y")
tal que E(X) =E(Y)=0,0x =1, 0y =2y p=0.

e) (Son independientes las variables X e Y en alguno de los apartados anteriores?

2. Un proceso estocéstico gaussiano X (t) tiene valor medio m(t) = 14cos 7t y autocorrelacién
R(tl s tQ) = 5e—(t2 —t1)? .

a) Considerad la variable bidimensional (X (1), X (2)). Calculad sus esperanzas, varianzas y
el coeficiente de correlacién. Escribid su matriz de covarianzas.
b) ;Cudl es la densidad de la variable aleatoria X (0)?

c) (Es X (t) un proceso estacionario?

3. Un proceso estocdstico gaussiano X (¢) tiene valor medio m(¢) = 1 + acosnt (donde « es

una constante) y autocorrelacién R(t1,t2) = 5e—(t2—t1)?

a) ;Hay algtn valor de a tal que el proceso sea estacionario?

b) En este caso, jes estacionario en sentido estricto, o solo en sentido amplio?
4. Considerad un proceso de Poisson X (t) con pardmetro A = 25.

a) Calculad la esperanza y desviacién tipica de la variable X (1).
b) Calculad la probabilidad de que X (1) = 20.

c) Demostrad que el coeficiente de correlacién p entre X (a) y X(2a) es independiente del

i 1
instante a y vale 7

5. Considerad el proceso Y (t) gaussiano con valor medio my (t) = 0 y con autocorrelacién

1
bt =

a) ;Podemos asegurar que es estacionario en sentido estricto?
b) Considerad la variable aleatoria bidimensional (Y'(0),Y(1)). ;Qué tipo de variable es?

Escribid su funcién de densidad.

6. Un proceso gaussiano X (t) tiene: valor medio mx (t) = 1, autocorrelacién Rx (t1,t2) =
3.9 Iti—ta|

a) ;Es X (t) estacionario en sentido amplio?

b) ;Es X(t) estacionario en sentido estricto?

c) Considerad las variables aleatorias A = X (0) y B = X (1). Calculad E(A), E(B), Var(A),
Var(B), Cov(A, B) y p.

d) ;Qué tipo de variable es la variable bidimensional (A, B)? Escribid su densidad.

7. Un proceso estocdstico gaussiano X(t) tiene valor medio m(t) = 0 y autocorrelacién
R(t1,t2) =1— (t2 — t1)2 si |t1 —t2] <1y R(t1,t2) = 0 en caso contrario.

a) ;Es X (t) estacionario en sentido amplio?

b) ;Es X (t) estacionario en sentido estricto?

c) Calculad la funcién de densidad de primer orden f(z; t) de este proceso.

d) Calculad la densidad espectral de potencia S(f) del proceso X (t).

8. Un proceso estocdstico gaussiano X (t) tiene valor medio m(t) = 1 y autocorrelacién

2
Rty t2) = o=

a) ;Es X (t) estacionario en sentido amplio?
b) ;Es X(t) estacionario en sentido estricto?

c) Calculad la funcién de densidad de la variable aleatoria X (1).
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9. Los errores que se producen a lo largo del tiempo en un sistema de comunicacién se cuentan
con un proceso de Poisson X (t) con pardmetro A = 2.

a) Calculad, en funcién de t, la probabilidad P(X(t) < 2) y demostrad que es decreciente
para todo t > 0.

b) Calculad las esperanzas, las varianzas y el coeficiente de correlacién de la variable bidi-
mensional (X (3), X(5)).

10. Un proceso estocéstico gaussiano X (t) tiene valor medio m(t) = 2 y autocorrelacién
5+ (ta —t1)?

Rty ta) = 22 20
14+ (t2 — 1)

a) (Es X (¢) estacionario en sentido amplio?
b) ;Es X(t) estacionario en sentido estricto?

c) Calculad la funcién de densidad de la variable aleatoria X (0).

11. El ntmero de conexiones a un servidor entre los instantes 0 y t se representa con un
proceso de Poisson X (t) de pardmetro A = 10.

a) Escribid las funciones de valor medio y de autocorrelacién de X (t).

b) Calculad en qué instantes son méximas y cudl es este valor mdximo que adquieren las
probabilidades P(X(t) = 10) y P(X(t) = 15).
c) Calculad las esperanzas, las varianzas y el coeficiente de correlacién de la variable bidi-

mensional (X (1), X(2)).

12. Un proceso estocéstico gaussiano X (t) tiene valor medio m(t) = 3 y autocorrelacién
R(tl,tz) =9+ 20082(t2 — tl).

a) ;Es X (t) estacionario en sentido amplio?

b) ;Es X(t) estacionario en sentido estricto?

c) Calculad la funcién de densidad de la variable aleatoria X (1).

13. Las conexiones a una intranet se pueden modelizar con un proceso de Poisson X (¢) de
pardmetro A = 1 (expresando el tiempo en minutos).

a) Escribid las funciones de valor medio y de autocorrelacién de X (t). Calculad el coeficiente
de correlacién, p, de la variable bidimensional (X (5), X(20)).

b) Un test de buen funcionamiento consiste en contar las conexiones durante un periodo de
5 minutos. Si estas son como minimo 2 y como méaximo 8, decidimos que el sistema funciona
correctamente. ;Cudl es la probabilidad de que, funcionando bien el sistema, lleguemos a una
conclusién errénea?

14. Tenemos un generador de procesos gaussianos X (t), que nos deja elegir la funcién de valor

medio entre m1(t) = 3, ma(t) = sint y m3(t) =t — 4. La funcién de autocovarianza se puede
2_,2 2 2 2.2

elegir entre C1 (t1,t2) = 25¢ "t~ 2 Co(t1,t2) = 1767t1+2t1t27t2, y C3(t1,t2) = 20et2 11,

a) ;Qué funciones debemos elegir para que X (t) sea estacionario en sentido amplio?
b) En este caso, jes X(t) estacionario en sentido estricto?

c) Si elegimos my y C1, escribid la funcién de autocorrelacién del proceso resultante y en-
contrad cuanto tiempo debe pasar a partir de ¢t = 0 para que la potencia se reduzca a la
mitad.

15. La llegada de mensajes a un centro de comunicaciones estd descrita para un proceso de
Poisson X (t) de pardmetro A = 2 mensajes por segundo.

a) Escribid las funciones de valor medio y de autocorrelacién de X (¢). {Cudl es el nimero
medio de mensajes que llegan durante una hora?

b) ;Cuadl es la probabilidad de que no llegue ninglin mensaje en un intervalo de 2 segundos?

c) Resulta que pasados 4 segundos se han recibido 13 mensajes. Calculad la esperanza y
desviacién de X (4 segundos) y decid si el valor medido os parece normal.

d) Para poder valorar el nimero de mensajes recibidos pasada una hora y media sabiendo
cudntos han llegado durante la primera hora, necesitamos el coeficiente de correlacién, p,
entre las variables aleatorias X (1 horas) y X (1,5 horas). Calculadlo.
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16. Un generador para simulaciones nos permite obtener procesos con funcién de valor medio
m(t) = a + Bsint y autocovarianza C(t1,t2) = ycos(ty — t2) + & cos?(t1 + t2), donde «, S,
v, 6 son constantes que podemos fijar arbitrariamente.

a) Encontrad los valores de las constantes «, 8, v, § tales que el proceso es estacionario en
sentido amplio, con valor medio 2 y potencia 7.

b) Paraa =3, 8 =2,v=1, § =0, jcudles son los valores méximo y minimo que adquiere
la potencia del proceso resultante?

c) El generador nos permite obtener procesos gaussianos. Generamos dos: X1 (t) con a =
B=7=0,0=1,y Xo(t) conae = =6 =0,y =1. jAlguno de estos es estacionario en
sentido amplio? ;Alguno es estacionario en sentido estricto?

d) Considerad un proceso gaussiano con « = f = v = 1, § = 0. Escribid la funcién de
densidad de la variable bidimensional (X (0), X(%)). ;Son independientes estas variables?

17. Las conexiones que recibe un servidor a lo largo del tiempo siguen un proceso de Poisson
X (t) de pardmetro A = 3 conexiones por minuto.

a) Considerad la variable que da el nimero de conexiones hasta ¢ = 5 minutos. Calculad su
valor medio m y la desviacién tipica o. Haced lo mismo para el niimero de conexiones hasta
t = 1 hora. Decid, en cada caso, si un valor observado que difiera del valor medio en un 25 %
se debe considerar excepcional.

b) Decidimos que hay algin problema en la red si X (5 min) < m — 20. ;Cuél es la probabi-
lidad de que, funcionando bien la red, lleguemos a la decisién equivocada?

. . . X(t :
¢) Denominamos ritmo de conexiones el proceso Y (t) = % Calculad el valor medio y la
autocorrelacion. jEs estacionario?

d) Calculad la esperanza y la varianza de la variable Y (1 hora). jPodemos considerar que
el valor medido de esta variable es una buena estimacién de A? Si consideramos Y (¢) para ¢
muy grande, jmejora o empeora la validez de la estimacién?

18. Dado un proceso X (t) de sefial telegréfica aleatoria de pardmetro A:

a) Considerad el nuevo proceso Z(t) = %

Es Z(t) estacionario en sentido amplio?

. Calculad su valor medio y la autocorrelacién.

b) Calculad el espectro de potencia de X (t). Dibujad la autocorrelacién R(7) y el espectro
de potencia S(f) para A = 0,3, para A =1 y para A = 5.

(Indicacién: observad que, en general, S(f) =2 [;° R(7) cos(2m f7)dr.)
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Solucionario
1. Utilizamos las férmulas (3) y (1).

a) mx =0,my =1,0'X Z\/E,O'y :\/10.

1 _ 1 @=02 _, 1 (2=0)(y— OERCES 1)?
fxy(z,y) = e 20-0/VD)?% ° VZ VBV
27v/5v/104/1 — (1/4/2)2
_ 1 6—1—1(]{2x2+y2—2xy+2x—2y+1}.
107
U~ T
b) fX(z) = m\/ge V5T = 1O7re 10,
2 2
o) fxy(wy) = Ae ~2{a®+y?—ay}
d) fxy(y) = fe 12507

e) Dos variables gaussianas son independientes si y solo si son incorrelacionadas (p = 0). Por
lo tanto, solo son independientes X e Y en el apartado d.

2. a) E(X(1)) =m(l) =1+cosm =0, E

(X 1+ cos2m = 2, Var(X(1)) =
C(1,1) = R(1,1) — m(1)? = 5, Var(X(2))

(2)) = m(2) =
= = R(2,2) —m(2)? =5—-4 = 1,

C(2,2)
1 5 5e~ 1L
Cov(X(1),X(2)) =C(1,2) = R(1,2) —m(1)m(2) =5e~ ', K =
5e=1 1
b) X (0) es una variable gaussiana con esperanza m(0) = 1 4 cos0 = 2 y varianza C(0,0) =
(2—2)2
R(0,0) —m(0)2 =5 —4 = 1. Su densidad es f(z) = \/Le 2

c) No, porque m(t) no es constante.

3. a) Para ser estacionario, necesariamente m(t) debe ser constante y R(¢,t + 7) no ha de

depender de ¢t. Dado que R(t,t+7) = Be*'rz, la segunda condicién ya sucede. Para que pase
la primera, debe ser a = 0.

b) Las condiciones anteriores aseguran que el proceso es estacionario en sentido amplio. Pero,

tratdndose de un proceso gaussiano, esto implica que el proceso es estacionario en sentido

estricto.

4. a) Para el proceso de Poisson E(X (t)) = Var(X(t)) = At. Asi, E(X(1)) = Var(X(1)) = 25.
i 20

b) P(X(1) = 20) = e~2° ) — 0,0519.

c) Var(X(a)) = 25(1 Var(X(?a)) = 50a. Cov(X(a),X(2a)) = C(a,2a) = 25min(a,2a) =

25a. Asty p = 52000 = 5

5. a) Si, ya que si un proceso gaussiano es estacionario en sentido amplio, entonces también
lo es en sentido estricto.

b) Es una variable gaussiana, ya que, por definicién, todas las muestras de un proceso gaus-
siano son variables gaussianas multidimensionales. Para escribir su densidad necesitamos los
parametros.

E(Y(0)) = my(0) = 0. E(Y(1)) = my(1) = 0. E(Y(0)?) = Ry(0,0) = 1. E(Y(1)?) =
Ry (1,1) = 1. E(Y(0)Y (1)) = Ry (0,1) = 1/2. Var(Y(0)) = 1, Var(Y (1)) = 1,

Cov(Y(0),Y (1)) = 1/2,p = 1/2.

_ 1 (yg—0)2 o1 (yofo)(ylf[))“r(ylio)Q
flyo,y1) = ———e 2=/ 12 2 T =
’ 2my/1-(1/2)

_ bgefé(ygﬂﬁfyoyl)‘

™
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6. a) X (t) es estacionario en sentido amplio, ya que mx (t) es constante y Rx (¢1,t2) depende
solo de la diferencia de tiempo: Ry (t,t 4+ 7) = 3-2717].

b) Si, ya que si un proceso gaussiano es estacionario en sentido amplio, entonces también lo
es en sentido estricto.

c) E(4) = E(X(0)) = mx(0) = 1. E(B) = E(X(1)) =mx (1) = 1.

E(A2) = E(X(0)?) = E(X(0)X(0)) = Rx(0,0) =3-2710-01 = 3,

E(B?) = E(X(1)?) = E(X(1)X(1)) = Rx(1,1) = 3-2- "=l =3

E(AB) = E(X(0)X(1)) = Rx(0,1) = 3-2710-1l = 3,

Var(A) = E(42) —E(A)2=3-12=2. Var(B) = E(B?) - E(B)2=3-12 =2.

Cov(A, B) = B(AB) — B(A)E(B) = 2 —12 =1 ,= Cov(AB) _ 3 __1
ov(A, B) = E(AB) — E(A)E(B) = 3 =3 P= “ouop T Vs 4

d) (A, B) es una variable gaussiana, ya que, por definicién, todas las muestras de un proceso
gaussiano son variables gaussianas multidimensionales. Para escribir su densidad necesitamos
los parametros, calculados en el apartado anterior.

_ 1 (a71)272;(a71)(b71) =12
flab) = — 2 ramn (2 iTavE thE)
27/1 = (1/4)2
L A (@1)24+0-1)2~L@-10-1) _ 1~ 2(2a2+26%—ab—3a—3b+3}
w15 w15

7. a) X (t) es estacionario en sentido amplio, ya que m(¢) es constante y R(t1,t2) depende
solo de la diferencia de tiempo: R(t,t + 1) = 1 — 12 si |7| < 1 y R(t,t +7) = 0 en caso
contrario.

b) Si, ya que si un proceso gaussiano es estacionario en sentido amplio, entonces también lo
es en sentido estricto.

c) Con t fijado, X (t) es una variable aleatoria gaussiana. Para escribir la densidad de pri-
mer orden introducimos los pardmetros m = E(X(t)) = m(t) = 0 y 02 = Var(X(t)) =
E(X()%) — 0% = R(t,t) = 1 en la férmula de la densidad gaussiana:

22

e
V2 '

flz; t) =

d)

S(f) = /jo R(7) cos(2n fr)dr = 2/0oo R(7) cos(2m fr)dr

= 2/01(1 — 72) cos(2m fr)dr = 2 ({(1 - 72)%} : * wif /01 Tsin(2ﬂ'f7')d7'>

2 {_ cos(2nfr)  sin(2wfT)

wf 2nf | @n))?

1 1 .
e )} (sin(27f) — 27 f cos(27f)).

o - 273 £3

8. a) X (t) es estacionario en sentido amplio, ya que m(¢) es constante y R(t1,t2) depende

solo de la diferencia de tiempo: R(t,t+ ) = 1+2‘_r‘ .

b) Si, ya que si un proceso gaussiano es estacionario en sentido amplio, entonces también lo
es en sentido estricto.
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c) X (1) es una variable aleatoria gaussiana. Para escribir la densidad de primer orden intro-
ducimos los pardmetros m = E(X (1)) = m(1) = 1 y 02 = Var(X(1)) = E(X(1)?) - 12 =
R(1,1) — 1 =1 en la férmula de la densidad gaussiana:

_ (=12

f(@) = NV

9. a) Observamos que P(X(t) =n) = 672“2%”, paran =0,1,2,...

P(X(t) <2) = P(X(t)=0) + P(X(t)=1) + P(X(t)=2) = e 2}(1 4 2¢ + 2¢?).

Derivando la expresién anterior respecto a t se obtiene —4t2e~2t, que es negativa para todo
t> 0.

b) Tenemos m(t) = 2t y C(t1,t2) = 2min(t1,t2). Entonces E(X(3)) = m(3) =6, E(X(5)) =
m(5) = 10, Var(X(3)) = C(3,3) = 6, Var(X(5)) = C(5,5) = 10, Cov(X(3),X (b)) =

C(3,5) =6 = ——— = 0,7745.

(3,5)=6yp J6vVi0

10. a) X (t) es estacionario en sentido amplio, ya que m(¢) es constante y R(¢1,¢2) depende
solo de la diferencia de tiempo: R(t, ¢+ 7) = fi:z .

b) Si, ya que si un proceso gaussiano es estacionario en sentido amplio, entonces también lo
es en sentido estricto.

c) X(0) es una variable aleatoria gaussiana. Para escribir la densidad introducimos los
pardmetros m = E(X(0)) = m(0) = 2 y 02 = Var(X(0)) = E(X(0)?) — 22 = R(0,0) —4 =1
en la férmula de la densidad gaussiana:

11. a) m(¢) = 10¢, R(t1,t2) = 100¢t1t2 + 10 min(¢1, t2).

o)™
b) Observamos que P(X(t) =n) = eflOtQ, paran =0,1,2,...
n!

Para encontrar para qué valor de ¢t es maxima hacemos:

0= —P(X(t)=n)= (=10(10t)™ + n10(10t)™~1).

n
La solucién es t = 13 y P(X(i) =n)= e*"n—r Asi, P(X(¢t) = 10) es méxima en t = 1,
n!
donde vale 0,1251, y P(X(t) = 15) es mdxima en t = 1,5, donde vale 0,1024.
c) Observamos que C(t1,t2) = 10min(¢1,¢2). Entonces E(X (1)) = m(1) = 10, E(X(2)) =
m(2) = 20, Var(X(1)) = C(1,1) = 10, Var(X(2)) = C(2,2) = 20, Cov(X(1), X(2))
C(1,2) =10y p= ——— = 0,7071.
(1,2) YP= s

12. a) X () es estacionario en sentido amplio, ya que m(t) es constante y R(t1,t2) depende
solo de la diferencia de tiempo: R(t,t+ 7) = 9 + 2cos? 7.

b) Si, ya que si un proceso gaussiano es estacionario en sentido amplio, entonces también lo
es en sentido estricto.

c) X(1) es una variable aleatoria gaussiana. Para escribir la densidad introducimos los
pardmetros m = E(X (1)) = m(1) =3y 02 = Var(X (1)) = E(X(1)?) - 32 = R(1,1) —9=2
en la férmula de la densidad gaussiana:
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13. a) m(t) =t, R(tl,tg) =t1ta + min(tl,tg).

Veamos que C(t1,t2) = min(¢1,t2). Entonces E(X(5)) = m(5) = 5, E(X(20)) = m(20) = 20,
Var(X (5)) = C(5,5) = 5, Var(X(20)) = C(20,20) = 20,

Cov(X(5), X(20)) = C(5,20) =5 y p = % —05.

tn
b) Observamos que P(X(t) =n) = eit—', paran =0,1,2,...
n!

5. .5 5 (52 53 58
P(error) = 1-P(2 < X(5) < 8) = 1—22@ —r=1-e (5 +op ot g) =0,1085.
n—

14. a) m(t) debe ser constante, de manera que debemos elegir m1(t). C(t,t+ 7) no debe de-
pender de ¢, hecho que solo verifica C2(t1, t2). En efecto, Ca(t, t+7) = 17e~t2+26(t+7) = (t+7)? —

2
17e™7 .
b) Si, ya que si un proceso gaussiano es estacionario en sentido amplio, entonces también lo
es en sentido estricto.
¢) Eligiendo m1 y C1, la potencia vale R(t,t) = C(t,t)+m(t)? = 25¢=2t° 19 En t = 0 vale 34.
Cuando se ha reducido a la mitad 25¢=2t° + 9 = 17, y entonces t = \/— In(8/25)/2 = 0,75.

15. a) Trabajaremos en segundos. m(t) = 2¢t, R(t1,t2) = 4t1t2 + 2 min(t1, t2).

En una hora llegan de media m(3.600) = 7.200 mensajes.

—2: (20"

b) Observamos que P(X(t)=n) =e¢ —
n!

es P(X(2)=0) = e~* = 0,0183.

para n = 0,1,2,.... La probabilidad pedida

c) X (t) para t fijado es una variable de Poisson de pardmetro At. Asi, X (4) tiene esperanza
8 y varianza 8. La desviacién es v/8 = 2,8. El valor 13 difiere de 8 en casi dos desviaciones,
de manera que parece anormalmente alto.

d) C(t1,t2) = 2min(t1,t2). Entonces, E(X(5)) = m(5) = 5, E(X(20)) = m(20) = 20,
Var(X(3.600)) = C(3.600,3.600) = 7.200, Var(X(5.400)) = C(5.400,5.400) = 10.800,

7.200 2
Cov(X(3.600), X (5.400)) = C(3.600,5.400) = 7.200 y p = —— —__ = \/j = 0,8165.
/7.2001/10.800 3

16. a) Como m(t) = o + Bsint ha de ser constante, 5 = 0. Como C(¢,t + 7) = ycosT +
§ cos?(2t +7) ha de ser independiente de ¢, § = 0. Tenemos ahora m(t) = a = 2y C(t1,t2) =
ycos(ta — t1). Asi R(t1,t2) = C(t1,t2) + m(t1)m(t2) = ycos(ta — t1) + 4. La potencia es
R(t,t) =+ 4 =7,y entonces v = 3. Debe ser, pues, a =2, 3=0,7v=3,5 =0.

b) Pot = R(t,t) = C(t,t) + m(t)? = 1+ (3 + 2sint)2. El maximo es 26, cuando sint = 1. El
minimo es 2, cuando sint = —1.

c) Tal como se ha visto en el apartado a, el proceso es estacionario en sentido amplio solo
para 8 = § = 0. X2(t) es el tinico que es estacionario en sentido amplio. Tratdndose de un
proceso gaussiano, también es estacionario en sentido estricto.

d) Observamos que E(X(t)) = m(t) = 1+sint, Cov(X (t1), X (t2)) = C(t1,t2) = cos(t1 —t2).

(X(0), X(%)) es una variable bidimensional gaussiana con pardmetros:

Utilizando la férmula (3), la densidad es:

1 1 2 2
_ 1 (@124 -2
f(x1,22) €

Son variables independientes (gaussianas incorrelacionadas).
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17. a) Fijado ¢, X(¢) es una variable de Poisson de esperanza y varianza iguales a A\t. Para
X(5), m =15, 0 = /15 = 3,9. Para ¢t = 1 hora, es X(60) con m = 180, o = V180 = 13,4.

Para X (5) el 25% de m es 3,8, comparable con o y, por lo tanto, dentro de las fluctuaciones
normales. Para X (60) el 25% de m es 45, mds de tres veces o y, por lo tanto, de cardcter
excepcional.

7
1 n
b) Se trata de P(X(5) <7,2) =y 150 0,018.
= n!

c) Trabajaremos en minutos. mx (t) = 3t, Rx (¢1,t2) = 9¢1t2 + 3min(¢1, t2).

=3.

my (t) = B(Y(t)) = E (&) _ EX®) _ mx(®)

t t t

Ry(tt2) = B(V(0)Y (1)) = DX BECUA)  Rxllnb)

9 +
Smin(tl, t2)
ti1to ’

No es estacionario ya que, aunque my (t) es constante, Ry (t1,t2) no depende solo de la
diferencia de tiempo.

d) E(Y'(60)) = my (60) = 3. E(Y(60)2) = Ry (60,60) = 9+ 2. Var(Y(60)) = 9+ o — 32 =

%. La desviacién vale 0 = — = 0,22, de manera que la estimacién se puede considerar

V20

relativamente buena. En general, tenemos que para la variable Y (t) la desviacién tipica vale

%, de manera que la estimacién es maés fiable cuanto mayor sea t.

18. Segun la ecuacién (18), mx (t) =0, Rx (t1,t2) = e—2XA|t1—ta]

a) mz(t) :E(X(t;-i- 1) _ E(X(tz))—i-l _ mX(;)-i-l 3 ;

Rz(tl,tz) = E(Z(t1)Z(t2)) =E (

1 1
Z(Rx(tl,tg) +mx(t1) +mx(t2) +1) = Z(l + e 2At1—taly

Z(t) es estacionario en sentido amplio, ya que mz es constante y Rz solo depende de t2 —t1.

b) Tenemos Rx (7) = e~ 27|, El espectro de potencia es:

Sx(f)=2 /oo e 2T cos(2m fr)dr

0

672)\7' T=00 A
= m(fél)\cos@ﬂf‘r) + 4n f sin(27 f7)) = Py

7=0

Como se ve en la figura 8, el comportamiento es el mismo que en el ejemplo 4.2 del médulo
“Procesos estocésticos estacionarios”.
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Figura 8. Gréficas de Rx (7) (izquierda) y Sx (f) (derecha)

1=0,3 1=0,3

Figura 8

Representacién de Rx (7)
(izquierda) y Sx (f)
(derecha). Recordad el
ejemplo 4.2 del médulo
“Procesos estocasticos
estacionarios” .

4
f
T 4!. 1
f
‘I d
0,8
2 4
0,6 |
R() S(h
0,4 1.
I '
_3 T _I2 T _—II T 0 T ‘II T |2 T 13 I _|4 T _|2 T O T 2I T 4I ml
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