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Vectores aleatorios

Introduccién

Hemos dedicado los mddulos «Variables aleatorias» y «Funciones de variables

aleatorias» al estudio de variables aleatorias simples o unidimensionales.

Ahora bien, a veces nos encontramos con fenémenos que estan relacionados
con mas de una variable aleatoria a la vez. Por ejemplo, en un circuito en el
que la resistencia, inductancia y capacidad estén modelizadas como variables
aleatorias, tendremos que trabajar con tres variables aleatorias a la vez. En
los sistemas de transmision, a menudo tenemos una senal de entrada aleatoria.
Dado que la variable de entrada es aleatoria, la senal de salida también lo es.
En este caso, necesitaremos trabajar con dos variables aleatorias para poder
encontrar la relacién entre estas y poder caracterizar el sistema de transmision.
También, si en un circuito tomamos 5 medidas de un valor desconocido, como
podria ser la intensidad de la corriente, el error en cada una de estas medi-
das podria ser modelizado por una variable aleatoria y entonces deberiamos

trabajar con cinco variables aleatorias al mismo tiempo.

El tratamiento de vectores de variables aleatorias nos introducird la necesidad
de definir la probabilidad, distribucién de probabilidad y funcién de densidad
conjuntas. Imaginad que tenemos un vector aleatorio bidimensional, (X,Y),
en el que las variables X e Y son, respectivamente, la altura y el peso de un
estudiante. Podemos definir S; como el espacio muestral para la altura y S,
como el espacio muestral para el peso. Cada una de estas variables tendra su
funcién de probabilidad. Sin embargo, si ahora definimos el espacio muestral
S = 51 x Sy, el resultado de nuestro experimento nos darda una altura y un

peso y podremos definir una probabilidad asociada a estos dos hechos.

En este médulo, utilizaremos los conceptos que hemos visto para el caso unidi-
mensional en los médulos anteriores y los extrapolaremos al caso de los vectores
aleatorios bidimensionales. En el apartado 1, veremos como se aplica este con-
cepto a las variables aleatorias discretas. El apartado 2 sera parecido al primero,

pero consideraremos vectores de variables aleatorias continuas.
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Objetivos

Los objetivos que hay que lograr en este médulo son los siguientes:

1. Entender el concepto y la utilidad de vector aleatorio y saber poner ejemplos.
2. Conocer los vectores de variable aleatoria discreta y continua.
3. Calcular las funciones de probabilidad conjunta y de probabilidad marginal.

4. Aplicar los conceptos de probabilidad condicionada e independencia a vec-

tores aleatorios.

5. Relacionar las variables aleatorias de un vector mediante la covarianza y el

coeficiente de correlacién.
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1. Vector aleatorio (X,Y) con X e Y variables aleatorias
discretas

Empezamos el apartado definiendo qué entendemos por vector aleatorio bidi-

mensional, en este caso, aplicado a variables aleatorias discretas.

Definiciéon 1.1. Si X e Y son dos variables aleatorias discretas, se de-

nomina vector aleatorio discreto bidimensional al vector (X,Y).

En general, dadas n variables aleatorias discretas, X7, Xo,...,X,,, hay que

trabajar con el vector aleatorio discreto n-dimensional (X1, X, ..., Xp).

1.1. Probabilidad conjunta. Probabilidad marginal

Al tratar con vectores aleatorios, aparecen dos conceptos nuevos que no habiamos
tratado anteriormente: la probabilidad conjunta y la probabilidad mar-

ginal. A continuacién, las definimos.

Definicién 1.2. Sean X, Y dos variables aleatorias discretas en las que
X toma los valores {a1,as,...,a,} eY toma los valores {by,ba, ..., b}
Para cada pareja de valores a;, b;, tenemos definida la funcién de

probabilidad conjunta

P(X=a;,Y =b;) = P{X=a;} N {Y =b;}) (1)

También se utiliza la notacién Pxy (a;,b;) = P(X =a;,Y =b;).

Es decir, la probabilidad conjunta es la probabilidad de que la variable

aleatoria X tome el valor a;, y la variable aleatoria ¥ tome el valor b;.

Terminologia

A veces, (X,Y) se denomina
variable aleatoria
bidimensional, y

(X1, X2,...,Xn), variable
aleatoria n-dimensional.
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Para el caso particular en el que X toma los valores {aj,as} e Y, {b1,ba},

obtenemos la tabla de probabilidades conjuntas siguiente.

Y\ X ai a2 P(Y =b;)
by P(X=ay,Y =by) P(X=a2,Y =by) P(Y =by)
ba P(X=ay1,Y =by) P(X=ay,Y =by) P(Y =by)

P(X=a;) P(X=a1) P(X =a2) 1

Definimos a continuacion el concepto de probabilidad marginal.

Definicién 1.3. Para cada valor a;, definimos la funcién de probabi-

lidad marginal de la variable X,

m

P(X=a;) =Y P(X=a;Y=b),

=1

(2)

es decir, la suma de las probabilidades conjuntas fijado un valor de X y

para todos los valores de Y. De manera parecida, para cada b;, definimos

la funcion de probabilidad marginal de Y,

i=1

En la ultima fila de la tabla anterior, obtenemos las probabilidades marginales Observacién

de X. La casilla de esta fila donde aparece P(X = a1) nos da la probabilidad

Con las probabilidades

marginal de la variable X para el valor a;, puesto que nos dice cudl es la marginales, trabajamos de la

probabilidad de obtener a; para todos los valores de Y. Es decir, P(X =a,) =

misma manera que con las
probabilidades definidas para

P(X = a1,Y =b;) + P(X = a;1,Y = by). De manera andloga, en la tltima una sola variable. Podemos,
. o . por lo tanto, considerar los

columna de la tabla anterior, obtenemos las probabilidades marginales de Y. mismos pardmetros que

Observad la tltima casilla de la tabla. Tiene un valor igual a 1 porque es la habfamos definido en el tema

probabilidad de cualquier valor del espacio muestral.

Ejemplo 1.1

de variables aleatorias. En
particular, cx y oy son las
desviaciones tipicas de X y
de Y, respectivamente.

Un emisor manda un mensaje binario (formado con elementos de {0,1}), de tamaiio
2 y al azar. Por el canal de transmisién, se pueden producir errores. Sabemos que la
probabilidad de que un bit llegue al receptor con error es P(error) = 0,02. Definimos las

variables aleatorias de la manera siguiente: la variable aleatoria X cuenta el niimero de 0
que envia el emisor y la variable aleatoria Y cuenta el niimero de 0 que llegan al receptor.

Calcularemos las probabilidades conjuntas y marginales. A partir de esto, calcularemos
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el valor medio o esperanza y la desviacién tipica. De este modo, podemos caracterizar las
variables aleatorias X e Y y compararlas.

Si el mensaje para transmitir es de tamafo 2, tanto la variable X como la Y, que cuentan
el nimero de ceros en el mensaje, pueden tomar los valores {0,1,2}. Puesto que X e Y
pueden tomar 3 valores, las combinaciones posibles de las variables X e Y para poder
calcular las probabilidades son 3 -3 = 9. Asi pues, podemos definir las probabilidades
conjuntas siguientes:

Se emite 11 y llega 11. P(X=0,Y =0) = P(I'=11)P(R=11|T=11) = (%)2{),982 =

(]

0,2401. T es el mensaje transmitido y R representa el mensaje recibido.

e Se emite 11 y llega 01 o 10, es decir, tenemos error en uno de los dos bits. P(X =
0,Y=1)=P(T=11)P(R=01|T=11) + P(T=11)P(R=10|T=11) = (%)2 - 0,02 -
0,98+ (1)?-0,98-0,02 = (1)*-2-0,98-0,02 = 0,0098.

e Seemite 11 y llega 00. P(X=0,Y =2) = (1) 0,022 = 0,0001.

e Se emite 10 y llega 11 o se emite 01 y llega 11. P(X=1,Y =0) = (%)2 -0,98 - 0,02 +
(3)%-0,02-0,98 = 0,0098.

e Se emite 01 y llega 01, o se emite 01 y llega 10, o se emite 10 y llega 10, o se emite
10 y llega 01. P(X=1,Y=1) = 2(3)*- 0,982 + 2 (1)* 0,022 = 0,4804.

e Se emite 01 0 10 y llega 00. P(X=1,Y =2) =2 (é)2 -0,02 - 0,98 = 0,0098.

e Se emite 00 y llega 11. P(X=2,Y =0) = (%)2 -0,022 = 0,0001.

e Se emite 00 y llega 01 0 10. P(X=2,Y =1) =2 (%)2 -0,98 - 0,02 = 0,0098.

e Se emite 00 y llega 00. P(X =2,Y =2) = (%)2 - 0,982 = 0,2401.

Calculamos ahora las probabilidades marginales. Es decir, fijamos el valor de una variable
y sumamos para todos los valores de la otra variable:

P(X=0)=0,25, P(X=1) = 0,5, P(X=2) = 0,25,
P(Y=0)=0,25 P(Y=1) =0,5, P(Y =2) = 0,25.

La tabla de probabilidades conjuntas es la siguiente.

Observacion

0 0,2401 0,0098 0,0001 0,25
1 0,0098 0,4804 0,0098 0,5
2 0,0001 0,0098 0,2401 0,25

P(X =a;) 0,25 0,5 0,25 1

Ahora calculamos algunos pardmetros que nos dan informacién de cada una de las varia-

bles:

e La esperanza o valor medio de la variable X, que es la suma de los valores que puede
tomar la variable aleatoria multiplicados por la probabilidad de aparecer, es decir:

E(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X=2) =1.

Observad que el mensaje
recibido no es independiente
del mensaje transmitido. Por
este motivo, P(R=11)
sabiendo que hemos
transmitido 11 es
P(R=11|T=11).

Véase también

El valor medio se estudia en
el médulo «Variables
aleatorias» de esta
asignatura.
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e La varianza de la variable X, que se define como la esperanza del valor de la variable
menos su esperanza y todo esto al cuadrado.

Es decir: Var(X) = E((X —E(X))?). Utilizando el teorema de la esperanza, Var(X) =
E(X?2) — E(X)2. Ahora ya podemos calcular la varianza:

E(X?) =02-P(X=0)4+12-P(X=1)4+22-P(X=2) = 1,5.

Var(X) = E(X?) —E(X)2=1,5-12=0,5.

e La desviacién tipica de la variable X que nos da informacién de la dispersién de los
valores que toma X, en las mismas unidades: ox = /0,5 = 0,707.

Podéis comprobar, haciendo los mismos célculos, que para la variable Y obtenemos:
E(Y)=1, Var(Y) =0,5 y oy = 0,707.

1.2. Funciones de probabilidad condicionadas. Independencia

de variables aleatorias

Ya hemos estudiado la nocién de probabilidad condicionada. Vimos cémo po- Véase también

demos calcular la probabilidad de un suceso sabiendo que se habia producido Recordad la nocién de

otro suceso. En aquel caso, nos referiamos a una sola variable aleatoria, X. Si probabilidad condicionada
que vimos en el subapartado

el resultado de un experimento no nos daba ninguna pista sobre el resultado 5.3 del médulo «Introduccion

siguiente, habldbamos de sucesos independientes. a la probabilidad».

La nocién de probabilidad condicionada que veremos a continuaciéon aqui es
béasicamente la misma, pero en este caso calcularemos la probabilidad de que
la variable X tome un valor sabiendo cuél es el valor de la variable Y. Es decir,

calcularemos la probabilidad de X condicionada a Y.

Definicién 1.4. Funciéon de probabilidad de X condicionada a Y.

La probabilidad de que la variable X tome el valor a; sabiendo que Y

toma el valor b; (probabilidad de X =a; condicionada a Y =b;) es:

P(X:ai, Y:b])
P(Y=b;) )

P(X:ai | Y:bj) =

Al trabajar con variables aleatorias bidimensionales, nos podriamos hacer la
pregunta inversa: cudl es la probabilidad de obtener un cierto valor de Y sabien-
do cudl es el valor que ha salido para la variable X. En este caso, hablariamos de

probabilidad condicionada de Y a X y se define de manera analoga a la anterior.
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Definicién 1.5. Funcién de probabilidad de Y condicionada a X.

La probabilidad de que la variable Y tome el valor b; sabiendo que X

toma el valor a; (probabilidad de Y =b; condicionada a X =a;) es:

P(X:al-, Yzbj)
P(X:ai)

P(Y=b;| X=a;) =

A veces, el resultado que conocemos (ya sea una realizacién de X o de Y') no

nos da ninguna pista sobre la probabilidad de la otra variable, es decir, los

resultados de las variables X e Y son independientes. Lo expresamos de la

manera siguiente.

Definicién 1.6. Las variables X e Y son independientes si, y solo si,

Ejemplo 1.2

Con el mismo enunciado que en el ejemplo 1.1, nos hacemos las preguntas siguientes:

0

2)

1.3.

Sabiendo que el receptor ha recibido una palabra con un cero (Y = 1), jcuédl es la
probabilidad de que el emisor haya enviado la palabra 00?7

P(X=2,Y=1) 0,0098
P(y=1) 05

P(X=2|Y=1) = =0,0196.

;Las variables X e Y son independientes?

Dado que P(X=2,Y=1) = 0,0098 # P(X =2)P(Y =1) = 0,125, no son indepen-
dientes. De hecho, hay una correlacién alta entre el mensaje transmitido y el mensaje
recibido, puesto que en el 96 % de los casos ((1 — 0,02)2 = 0,96) esperamos recibir lo
mismo que hemos transmitido.

Relacién entre variables aleatorias discretas: covarianza

y coeficiente de correlacion

Hasta aqui hemos definido qué es un vector de variable aleatoria discreta, y nos

hemos centrado en estudiar el caso de los vectores formados por dos variables

aleatorias, es decir, los vectores aleatorios bidimensionales.

Hemos visto que pardametros como la esperanza, la varianza y la desviacién

estandar se pueden extender facilmente al caso bidimensional partiendo de
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la definicién que hemos visto para el caso unidimensional. Ahora bien, en el
caso del vector aleatorio, nos podemos hacer una nueva pregunta que no nos
habiamos planteado antes: ;podemos medir cuél es la relacién entre las variables
aleatorias que forman el vector? Esta pregunta es la que intentaremos resolver

en este subapartado.

Empezaremos definiendo tres pardmetros que nos permiten caracterizar la re-

lacién entre dos variables aleatorias, X e Y.

Definicién 1.7. Definimos la esperanza del producto como sigue:

E(XY) =YY abP(X=a;, Y =b;). (7)

2 J

Definicion 1.8. La covarianza entre dos variables aleatorias X e Y se

define de la manera siguiente:

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] (®)

= ZZ(% —E(X))(b; —E(Y))P(X =a;, Y =b;).

Desarrollando la suma anterior, después de multiplicar los términos de

los paréntesis llegamos a:

Cov(X,Y) = E(XY) — B(X)E(Y). 9)

Otro parametro estadistico en lo referente a parejas de variables aleatorias es
el coeficiente de correlacién, que es una versién normalizada de la covarianza

(o coeficiente de correlacion lineal de Pearson).

Definicion 1.9. El coeficiente de correlacion entre las variables X e
Y se define como la covarianza dividida entre las desviaciones estandar

de las variables aleatorias:

~ Cov(X,Y)
p= Ox0y

. (10)

Covarianza

Notad que después de
simplificar, la covarianza es la
esperanza del producto
menos el producto de
esperanzas de las dos
variables aleatorias del vector.

Observacion

La covarianza y el coeficiente
de correlacién son parametros
poblacionales que miden el
nivel de relacién lineal entre
las variables.
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La covarianza nos da informacién sobre la posible existencia de relacién lineal
entre X e Y, es decir, nos ayuda a saber si estas variables crecen de manera
conjunta o no. Para dar una informaciéon normalizada, hay que dividir el valor
de la covarianza por el producto de las desviaciones tipicas de las dos variables.

Esto es justamente lo que hace el coeficiente de correlacién de Pearson.

Propiedades del coeficiente de correlacion

1) El coeficiente de correlacién siempre se encuentra en el margen si-

guiente:

—-1<p<1 (11)

2) Si p se encuentra cerca de 1 o —1, decimos que hay una fuerte corre-

lacion lineal entre X e Y.
3) Si, de media, Y aumenta cuando X aumenta: p > 0.

4) Si, de media, Y disminuye cuando X aumenta: p < 0.

Si p se encuentra cerca de 0, las variables presentan una correlacion lineal débil
Correlacion cercana a 0

0 no hay correlacién lineal.

En caso de que el coeficiente
de correlacién sea cercano a
0, esto se puede deber al

0.0z . . . . hecho de que no hay
Definicién 1.10. Si p = 0, decimos que las variables son linealmente correlacion de ningiin tipo o

incorrelacionadas. bien a que la correlacién que
hay es no lineal (por ejemplo,

cuadritica, cibica, etc.).

Relacién entre independencia e incorrelacion

Si X e Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0y p = 0. La

implicacién contraria, en general, no es cierta.

En efecto, suponemos que X e Y son independientes. El anterior resultado se

obtiene teniendo en cuenta (6) y calculando con (7) y (9):

BE(XY) =Y Y abP(X=a;, Y=b)) =Y > a;ib;P(X=a;)P(Y =b)

T J ? J

= a;P(X=a;) ) _b;P(Y=b;) = E(X)E(Y).

Entonces, Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y) =0.
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Notamos que, puesto que p = M, p=0< C(X,)Y)=0.

OX0Yy

Veamos un ejemplo en el que se aplican todos estos conceptos.

Ejemplo 1.3

Observad la figura 1. En la parte izquierda, hemos representado las 10 parejas de valores
(zi,v:) que toma un vector (X,Y). En este caso, se obtiene un coeficiente de correlacién
de 0,9. Puesto que se trata de un valor cercano a 1, las variables X e Y presentan una
correlacién lineal fuerte: a medida que aumenta el valor de una, también aumenta el
valor de la otra. El hecho de que tengan una correlacién lineal fuerte nos dice que los
valores (z;,y;) se encuentran cerca de una recta. La recta que hemos representado la
hemos obtenido por el método de los minimos cuadrados. A pesar de que no es nuestro
propésito obtenerla, la hemos representado para observar mejor la correlacién lineal.
En la figura de la derecha, hemos dado otro ejemplo en el que el comportamiento es
completamente distinto. En este otro caso, se obtiene un coeficiente de correlacién de
0,25, practicamente no hay correlacién.

Figura 1. El coeficiente de correlacién lineal del grafico de la izquierda es 0,9,

y el

10 4

del gréfico de la derecha, 0,25.

Ejemplo 1.4

Continuamos con el ejemplo 1.1, el del emisor binario, y calculamos ahora los pardmetros
definidos anteriormente. Calculamos, en primer lugar, la esperanza del producto:

E(XY) 0-0-P(X=0,Y=0)+0-1-P(X=0, Y=1)40-2- P(X=0, Y=2) +
4+ 1.0-P(X=1,Y=0)+1-1-P(X=1,Y=1)+1-2. P(X=1, Y=2) +

+ 2:0-P(X=2,Y=0)+2-1-P(X=2,Y=1)42-2-P(X=2,Y=2)=

0,4804 + 2 - 0,0098 + 2 - 0,0098 + 4 - 0,2401 = 1, 4.

A continuacién, y a partir de la esperanza del producto y del producto de esperanzas,
como hemos visto en la definicién 1.8, podemos calcular la covarianza:

Cov(X,Y)=14—-1-1=04,

y el coeficiente de correlacién:

Figura 1

En la figura de la izquierda,
las parejas de puntos estdn
mads correlacionadas que las
de la figura de la derecha.
Observad que la correlacién
en el primer caso es de 09, y
en el segundo vale 025.

Véase también

En el apartado 2 de este
médulo, trataremos
conceptos parecidos a los que
hemos visto hasta ahora,
pero aplicados a vectores
aleatorios, en los que las
variables aleatorias seran
ahora continuas.
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2. Vector aleatorio (X,Y) con X e Y variables aleatorias

continuas

La estructura de este apartado es similar a la del anterior. En primer lugar,
definiremos qué entendemos por vector aleatorio de variables continuas. A con-
tinuacién, definiremos las funciones de distribucién y de densidad conjuntas.
También definiremos las funciones de densidad marginales. Observad que, en
este caso, hablamos de funciones de densidad, puesto que trataremos variables
aleatorias continuas. Como en el apartado anterior, veremos las probabilidades
condicionadas y cudndo las variables del vector son independientes. Acabare-
mos el apartado evaluando si dos variables aleatorias varian de manera similar

mediante la covarianza y el coeficiente de correlacion.

Definicién 2.1. Si X e Y son dos variables aleatorias continuas, se

denomina vector aleatorio continuo bidimensional al vector (X,Y).

En general, dadas n variables aleatorias continuas, X7, Xs,...,X,,, hay que
trabajar con el vector aleatorio continuo n-dimensional (X, Xo,...,X,,). En

este apartado, nos centraremos en el caso n = 2.

Ya vimos en el tema de variables aleatorias que el tratamiento con variables Véase también

continuas es muy diferente que con variables discretas. Empezamos definiendo i i
En el médulo «Variables

las funciones de distribucién conjunta y de densidad conjunta. aleatorias», vimos las
diferencias en el tratamiento
de las variables aleatorias
discretas y continuas. Estas

2.1. Funcién de distribucién conjunta. Funcién de densidad diferencias son validas
. también para el tratamiento
conjunta de vectores aleatorios

discretos y continuos.

Véase también

Definicién 2.2. La funcién de distribucién conjunta, Fxy, de las

Recordad los conceptos de
funcién de distribucién y de
densidad que vimos en el
subapartado 3.1 del médulo

Fxy(z,y)=P(X <z, Y <vy) V(z,y) € R2. (12) «Variables aleatorias».

variables continuas X e Y es una aplicacién de R? a [0, 1] definida por:

Si Fxy es continua y dos veces derivable, decimos que X e Y son con-
juntamente continuas. La funcion de densidad conjunta, fxvy,

€s

2

fXY(xay) = %&UFXY(xay)' (13)
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En la anterior definicién, Fxy y fxy son funciones de dos variables, es decir,
definidas en R2. En este caso, podemos derivar respecto a una de las varia-
bles, manteniendo la otra constante, y obtenemos las operaciones de derivada
parcial. Dada una funcién f(z,y), podemos derivarla respecto a a: %, o deri-
varla respecto a y: ?T?];’ Para obtener la densidad conjunta fxy, tenemos que
hacer una derivada seguida de la otra a la funcién de distribuciéon conjunta:

2
%{anyy(JC, y)

Propiedades de la funcion de densidad conjunta

1) La densidad conjunta es una funcién no negativa:
fxy(z,y) > 0. (14)
2) Para cada conjunto A C R?:
P(xV) ) = [ [ fevam)dody (15)

3) Caélculo de la funcién de distribucién a partir de la funcién de densi-
dad:

oy
Fxy(z,y) 2/ / fxy (u,v) dudv. (16)
—oo J —o0
4) Normalizacién de la densidad:

/ Z / Z frev (@ y) dody =1, (17)

La propiedad (15) se podria considerar como la definicién directa de la funcién
de densidad. En este caso, (16) se deduce teniendo en cuenta que Fxy (z,y) es
la probabilidad de que —co < X <z y —oco <Y < y. Del mismo modo, (17)
dice que la probabilidad de que X e Y tomen cualquier valor es 1. Notamos

que haciendo %ny(x, y) a partir de (16) da efectivamente fxy (x,y).

Generalizando, lo que vimos en una dimensién, la probabilidad P(A), en la que
A es un subconjunto de R?, es determinada por el volumen por debajo de la

funcién de densidad conjunta fxy (z,y) y que determina A (férmula (15)).

Probabilidad P(A)

En el caso de variables
aleatorias unidimensionales,
encontrdbamos la
probabilidad mediante el drea
por debajo de la funcién de
densidad. Observad que aqui
estamos tratando con
variables bidimensionales, y
por este motivo hablamos de
volumen por debajo de la
funcién de densidad conjunta
fxy(z,y).
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Ejemplo 2.1

Un vector aleatorio (X,Y") tiene funcién de densidad:

K
—— siz>0,y>0,z4+y <1,
_ 1+2+y)3
Fxy(@y) =4 (
0 de otro modo.

donde K es una constante.

1) (Qué valor tiene la constante K7

2) ;Cuél es la probabilidad de que Y > X?

3) ;Cuél es la probabilidad de que X > 2Y?

4) ;Cudl es la probabilidad de que X +Y > %?

Notamos que la densidad estd definida en un tridngulo con vértice en los puntos (0, 0),
(1,0) y (0,1). Las integrales que calculamos se tienen que restringir a esta regién. La
podemos describir diciendo que x varia entre 0 y 1 y que, para cada x, y varia entre 0 y
1—xz.

1) K se determina imponiendo la condicién de normalizacién (17):

1= [ v asi= /01 (/DH ﬁ dy) dﬂ”

= K/ol {*m}ym = K/ol (m B é) e

y=0

de donde K = 8.

2) Aplicamos (15). Tenemos que integrar la densidad sobre la regién interseccién entre
el tridngulo donde estd definido el vector (X,Y) y el semiplano ¥ > X. Resulta
un tridngulo con vértice (0,0), (0,1) y (%, %) (este ultimo es la interseccién entre

z+y =1y y=z). Esto restringe y entre z y 1 — z, siempre que = esté entre 0 y %:

1

e = [ ([ ) e [ e

1

3) El suceso X > 2Y corresponde al tridngulo de vértice (0,0), (1,0) y (%, %) (este
ultimo es la interseccién entre z +y = 1y 2y = z). Ahora es mds directo integrar
primero x entre 2y y 1 — y, y después integrar y de 0 a %:

5/ - 8 3 4 e=l-y
P(X>2Y)=/ / —— dx dy:/ - dy
o \Jzy (A+z+y)3 0 A+z+y)?] 0,
1

7/%( 4 1)d7{ 4 }371
“Jo \(1+3y)2 Yo Ty Y, T

N
—_
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4) En este caso, es mds simple la regién complementaria X +Y < %, consistente en el

tridngulo de vértice (0, 0), (%, 0) y (0, %) Asti:
1 1 % %*ZE 8
P(X+Y>—-)=1-P(X+Y <= =17‘/ / ——dy | dx
2 2 0 0 1+z+y)3

1 -1 1
3 4 y=3-% 3 4 1
1—/2[—72] : daczl—/2<72——6)dx
0 1+z+y) y=0 0 (1+z) 9

En la figura 2, se muestran los tres sucesos.

Figura 2. Sucesos del ejemplo 2.1

<
<
<

1 Y>X 1 X>2Y 1 X+Y>1/2

1/3

/2 1% 2/3 1% 1/2 i

A continuacién, definiremos un tipo particular de vector aleatorio bidimensio-

nal.

Definicién 2.3. Distribucién uniforme. Decimos que el vector alea-
torio (X, Y) se distribuye uniformemente en la regiéon D C R? si la

funcién de densidad conjunta es:

—Lt— si (w,y) €D
fxv(@y)=q T (18)

0 de otro modo

Es decir, para todos los puntos = e y que se encuentran dentro del dominio de
definicién de la variable aleatoria uniforme, el valor de fxy (z,y) es constante.
En este caso, el cilculo de volumenes por debajo de la funcién de densidad
puede no requerir la utilizaciéon de las integrales dobles, como veremos en el

ejemplo 2.4.

De manera intuitiva, podemos ver que si tenemos dos regiones dentro del area

D con la misma area, las dos tienen la misma probabilidad.

En la figura 3, podéis ver un ejemplo de ello. En este caso, la region D es

rectangular.
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Figura 3. Representacién grafica de fxy (z,y) para el caso uniforme

f (6 y) =

area(D)

2.2. Funciones de densidad marginales

En este subapartado, veremos cémo se pueden calcular las funciones de densi-
dad marginales. Recordad que para el caso de las variables discretas, tal y como
hemos visto en el subapartado 1.1, las funciones de probabilidad marginales las
obteniamos para un cierto valor de una de las variables del vector y haciendo el
sumatorio para todos los casos de la otra variable aleatoria. Aqui aplicaremos

la misma idea, pero sustituyendo los sumatorios por integrales.

Definicién 2.4. Funciones de densidad marginales

Densidad marginal de X: fijado un valor de z, integramos para todos

los valores posibles de y:

fﬂm=[fﬂnw@. (19)

Densidad marginal de Y: fijado un valor de y, integramos para todos

los valores posibles de x:

fwwszﬂaww. (20)
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A partir de las expresiones anteriores, podemos encontrar los parametros que
caracterizan a cada una de las variables: la esperanza, el momento de orden 2

y la varianza para cada una de las variables del vector.

La definicién de estos parametros es la misma que habiamos hecho para el
caso unidimensional.* En este caso, sin embargo, utilizamos las funciones de

densidad marginales:

e Esperanza de X y esperanza de Y:

B(x) = [ T rfx(@)de,  E(Y)= / S i) dy.

o Momentos de orden 2:

E(X?) = /00 22 fx(z)dz, E(Y?) = /OO v* fy (y) dy.

—00 —00

e Varianza de X y varianza de Y:

0% = B(X?) - E(X)?, 02 =E(Y?) - E(Y)2

2.3. Funciones de densidad condicionadas.

Variables independientes

En este subapartado, veremos cuando las dos variables aleatorias de nuestro
vector son independientes o, al contrario, cuando el resultado de una nos
da alguna pista sobre la otra. En este segundo caso, hablamos de densidad

condicionada.

Definicién 2.5. Las variables continuas X e Y son independientes si

y solo si:

fxv(z,y) = fx(@)fy(y), Vaz,y. (21)

Es decir, X e Y son independientes si la funcién de densidad conjunta es igual

al producto de las funciones de densidad marginales, y viceversa.

*Véase el subapartado 3.3 del
médulo «Variables aleatorias».
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Observacion

Definiciéon 2.6. Funciones de densidad condicionadas

Observad que si las variables
Se define la funcién de densidad de X condicionada a ¥ = y son independientes, las

COmo: densidades condicionadas:
. f(z|y) = Ix@)fy W) _

fy (y)
fx (),
fylz) = fy ()

fXY(xuy) )

flzly) = (22)

Iy (y)

De manera andloga, la funcién de densidad de Y condicionada a

X = x como:

_ fXY(ny)

Ahora veremos algunos ejemplos para aclarar todos estos conceptos.

Ejemplo 2.2

Una senal de comunicaciéon empieza en el instante X y acaba en el instante Y, dados por
el vector aleatorio (X,Y’) con funcién de densidad:

eV si0<zx<y,
Ixy(z,y) =
0 de otro modo.

1) Calculamos las probabilidades de los siguientes sucesos:

A = «La duracién de la sefial es inferior a 2».
B = «En t=2 la senal es activa».
C = «En t=2 la senal ya ha empezado y en t = 1 todavia no ha acabado».

Notamos que A equivale a Y —X < 2, B equivale a X <2,Y > 2y C equivale a
X<2,Y>1.

Para A, laregidnes0 <z <ocoyz<y<ax+2:

P(A) = /Ooo (/(:JFQ efydy> de = /000(671—67172)1122 = (1—e72) /000 e Tdr =1—e"2.

Para B, laregidnes 0 <z <2y 2<y<oo:

2 =) 2
P(B) = A (./z e_ydy) dx = /(; e %dx = 2e2.

Para C, la regién tiene dos partes. Si 0 < z < 1, entonces 1 <y < oo. Sil <z <2,
entonces x < y < oo

P(C):/O1 (/looe*ydy)dx+/12 (/;e*ydy)dx

1 2
:/ e_ld:er/ e Tdz=el4 (el —e2)=2e"1 -2,
0 1
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2) Calculamos las funciones de densidad condicionadas f(z|y) y f(z]|y).

Necesitamos primero las funciones de densidad marginales:

Siz>0
oo oo
ix@= [~ f@ydy= [T ey = E =e,
— 00 x
Siy>0
oo y
vt = [ fewde= [Te Vs e Vialf = ye .
—o0 0
e s x>0, ye Y sioy >0,
Ast: fx(z) = fy(y) =
0 de otro modo, 0 de otro modo.

Ahora calculamos: Dado y > 0,si 0 < x < y:

_ fxy(z,y) _ev 1
fely) = Iy () ye ¥y

Dado z > 0,si z <y < oo:

fyla) = LB Ve,

fx(x) e~ =
% si 0<a <y, e~ (=) &z <y < oo,
Asf: f(z|y) = flylz) =
0 de otro modo, 0 de otro modo.

3) Si la senal acaba en el instante ¢ = 4, jcudl es la probabilidad de que en el instante
t = 1 todavia no hubiera empezado?
Tenemos como condicién Y = 4 y como suceso X > 1, asi que utilizaremos la densidad
de X condicionada a Y:

1
falYy =4 =2, 0<z<4

La probabilidad pedida es:

4
1
P(X>1\Y:4):/ Sdr =",
L 4 4

Ejemplo 2.3

La senal de entrada, X (voltios), en un canal de comunicaciones, se encuentra distribuida
uniformemente en el intervalo [—2,2]. La sefial de salida, Y (voltios), es la suma de la
senal de entrada més un ruido que se encuentra uniformemente distribuido en el intervalo
[—3, 3]. Calculamos las probabilidades condicionadas P(Y < 0| X =1), P(Y <y|X =1)
y P(Y <y|X = z). Es decir, jcuél es la probabilidad de que la sefial de salida sea menor
o igual que cero sabiendo que la senal de entrada es igual a 1 V? ;Cuél es la probabilidad
de cualquier valor de la senial de salida y, sabiendo que la senal de entrada es 1 V7 Y
finalmente, de manera més genérica, ;cudl es esta probabilidad para cualquier valor x de
la senial de entrada?
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Si la senal de entrada es x, entonces dado un valor cualquiera de z, la sefial de salida, vy,
podrd tomar un valor dentro del margen [—3, 3] centrado en el valor de = concreto. Es
decir, la variable Y se distribuye uniformemente en [z — 3,z + 3]. Por ejemplo, si la sefal
de entrada es de un voltio, X = 1, entonces Y se distribuye uniformemente en [—2,4].

Calculamos ahora la probabilidad condicionada: P(Y < 0| X =1) = %. (Cémo hemos
hecho este cdlculo? Observad que Y < 0 para el intervalo [—2,0] respecto al intervalo
total [—2,4].

Ahora responderemos la segunda cuestién: P(Y <y|X =1) = yT"'Q, para —2 < y < 4.

Observad que, en este caso, hemos tomado todo el intervalo de valores posibles para la
variable Y sabiendo que X toma un valor igual a 1.

El caso més general, P(Y <y| X =z) , para £ — 3 < y < = + 3. Observad que
aqui hemos expresado la variable Y en funcién de los valores posibles de X.

_ y—z+3
- 6

2.4. Relacién entre variables aleatorias continuas: covarianza

y coeficiente de correlacion

Definimos los mismos parametros que hemos visto para vectores discretos como
en el caso de las variables aleatorias unidimensionales. Ahora los sumatorios se

haran integrales.

Definicion 2.7.

Esperanza del producto:

B(xy) = [ - / e (24)

Covarianza:

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] (25)

— [ | @-B0)w- B v (o, ) dudy,
Al igual que en el caso discreto, se obtiene la propiedad:
Cov(X,Y)=E(XY)-EX)E®Y). (26)

Coeficiente de correlacion:

_ Cov(X,Y)

. (27)
OxXO0y
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Como en el caso de variables aleatorias discretas, el parametro covarianza da
informacioén sobre la relacion lineal entre X e Y, es decir, si las variables crecen
de manera conjunta o no. Para dar una informacién mas significativa hay que

normalizar la covarianza, y por eso definimos el coeficiente de correlacion.

Observacion

Propiedades de la covarianza y del coeficiente de correlacién Observad las propiedades de
la covarianza y del
1) —1<p<1 coeficiente de correlacién

para los casos de las variables
discretas y continuas, y
observad que son idénticas.

2) Si p se encuentra cerca de 1 o —1, decimos que hay una fuerte corre-

lacion lineal entre X e Y.
3) Si X e Y aumentan o disminuyen conjuntamente, p > 0.
4) Si una de las variables aumenta al disminuir la otra (o al revés), p < 0.

5) Si p se encuentra cerca de 0, las variables presentan una correlacién
lineal débil o no hay correlacion lineal. En el caso particular de p = 0,
decimos que las variables son linealmente incorrelacionadas (podria

haber otro tipo de tipo de correlacién no lineal).

6) Si X e Y son independientes, entonces Cov(X,Y) =0y p = 0. La

implicacién contraria, en general, no es cierta.

Ejemplo 2.4

(X,Y) es un vector aleatorio bidimensional uniforme en la regién limitada por el tridngulo,
T, de lados sobre las rectas y = 0, x = 3 e y = x. Lo podéis ver en la figura 4.

Figura 4. Densidad uniforme en el dominio T' Figura 4

A

Observad cémo
determinamos el dominio
donde estdn definidas las
variables = e y y la densidad
uniforme dentro de este
dominio.
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1)

2)

Encontramos la funcién de densidad conjunta, funciones de densidad marginales y el
valor esperado de cada una de las variables. ;Las variables X e Y son independientes?

Dado que la distribucién es uniforme,

1 _ 2 &
Fxy (@,y) = area tridngulo — 9 si (z,y) €T,

0 de otro modo.

Calculamos la densidad marginal de X:

o [P2dy= 2z si xz€l0,3],
ix@= [ gxvipay=4 0070

0 de otro modo.

Observad los limites de integracién. Si tomamos un valor cualquiera de = (lo podéis
comprobar sobre la figura 4, haciendo una recta vertical sobre el tridngulo), la y se
encuentra entre cero y la recta x = y.

Calculamos ahora la densidad marginal de Y:

[22dr=2@3-y) siyel03],

fr(v) :/700 Ixy (z,y)de =

0 de otro modo.

En este caso, fijamos un valor cualquiera de y trazando una recta horizontal sobre el
tridngulo. Observad que = se encuentra entre las rectas * = y y * = 3, que son los
valores que nos definen los limites de integracién.

Valor esperado de X:

[eS) 2 3 2 33
E(X):/ :):fx(z)d:r:§/(; x2d:p:§-§:2.

— 00

Valor esperado de Y:

[e’s) 3
E(Y>:/ yfy(y>dy:§/0 (3—y)ydy =

Las variables no son independientes porque: fxy (z,y) # fx (z)fy (v).

Encontramos el coeficiente de correlacion.

Momento de orden 2 de X:

E(X2):/oo xzfx(w)dng./gx?’da::
—oo 0

O N
|

Momento de orden 2 de Y:

¢S] 3 4
%) = [T =2 [e-pra=3(#-5) =1

Area del triangulo

El drea del tridngulo es el
producto de la base y la
altura, dividido entre dos. En

este caso: %

Limites de integracion

Observad que ahora tomamos
como limites de integracion
todo el intervalo de variacién
de las variables aleatorias

[0, 3], a diferencia de cuando
hemos calculado las
densidades marginales para
cada una de las variables.
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Varianza de X y ox:

9 1
Var(X):E(XZ)—E(X)Q:5—4:77 ox =15
Varianza de Y y oy:
1 1
Var(Y) = E(Y?) - E(Y)? = g —1=3, oy =1/

Esperanza del producto:

E(XY):/ioo /jo zy fxy (z,y) dedy

2 3 x 2 3 3 2 34 9
:7/ / xydydxzf/ g =22 27
9 z=0 Jy=0 9 =0 2 9 8 4

Covarianza y coeficiente de correlacién:

Cov(X,Y):E(XY)fE(X)E(Y):272-1:3, _ﬁ_%.

3) Encontramos las probabilidades: P(X < %), P(Y < %) y P(XY < %):

Representamos el volumen que determina la zona del tridngulo donde z < % (figura 5):

1

1 2 2 11
Ply<=)=/["2@-ydy=—.
( 2) /o o B vdy =25

Representamos el volumen que determina la zona del tridngulo donde y < % (figura 5):

1 3 T2 3 r4s 2
P(XY < - :/ / 7dydx+/ / —dydz
4 2=0Jy=0 9 1 Jy=09

1
2 (2 2 31 1 In3+1In2
=7/dex+f/ Logp= L3t 0
9 Jo 9J1 4z 36 18

En la figura 5, mostramos la zona del tridngulo donde zy < i y el volumen que
genera.
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Figura 5. Funcién de densidad uniforme en el tridngulo T

Figura 5

La zona del tridngulo donde
definimos las variables
aleatorias genera un volumen
determinado.
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Resumen

En este médulo, hemos visto los vectores aleatorios. Estos pueden ser discretos

(apartado 1 del médulo) o continuos (apartado 2 del médulo).

Dadas X e Y dos variables aleatorias discretas, podemos definir un vector alea-
torio discreto, (X,Y"). De este vector aleatorio hemos definido la probabilidad

conjunta y la probabilidad marginal:

e Probabilidades conjuntas: P(X =a;,Y =b;) = P{X=a;} N {Y =b,}).

e Probabilidad marginal de X (de manera andloga, podriamos definir la de
Y):
PX=a)= ZT:l P(X=a;,Y=0j).

También hemos visto el concepto de probabilidad condicionada:

P(X:ai, Y:bj)

Y hemos definido el concepto de independencia. Hemos visto que X e Y son
independientes si y solo si: P(X =a;, Y =b;) = P(X=a;)P(Y =b;) para todo
2, ].

Para finalizar, hemos aprendido a medir el grado de similitud de las variables

aleatorias que forman el vector mediante los conceptos siguientes:

e Esperanza del producto: E(XY) =3, > a;b; P(X =a;, Y =0;).

e Covarianza: Cov(X,Y) = E[(X—E(X))(Y —E(Y))] = E(XY)—E(X) E(Y).
Cov(X,Y) )

e Coeficiente de correlacién lineal de Pearson: p = p—

El apartado 2 de este médulo lo hemos dedicado a los vectores aleatorios bidi-
mensionales continuos. Concretamente, si X e Y son variables aleatorias con-
tinuas, podemos definir el vector aleatorio continuo (X,Y’), y hemos visto los

conceptos asociados siguientes:

e Funcidn de distribucién conjunta: Fxy (z,y) = P(X <z, Y <y) V(z,y) €
R2.
e Funcion de densidad conjunta: si Fixy es dos veces derivable, la fxy,
2
es fXY(xay) = agiayFXY(l'vy)'
e Densidad marginal de X: fx(x) = ffooo f(z,y) dy. (De manera andloga,

podemos definir la densidad marginal de Y'.)
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e Densidad de X condicionada a Y =y: f(z|y) = 15}17((;?!) (De manera

andloga, podemos definir la densidad de Y condicionada a X = z.)
e Esperanza del producto: E(XY) = [ [% zyfxy(z,y)dxdy.

e Covarianza: Cov(X,Y) = E[(X—-E(X))(Y-E(Y))] = E(XY)-E(X)E(Y).

Cov(X,Y)

e Coeficiente de correlacién: p = pr—



CC-BY-NC-ND e PID_00253304 30

Vectores aleatorios

Actividades

1. Disponemos de un canal de comunicaciones que caracterizamos con las variables aleatorias
X y Y, lavelocidad de transmisién del canal y la proporcién de errores que introduce el canal,
respectivamente. La funcién de densidad conjunta del vector aleatorio (X,Y") estd expresada
en funciéon de una constante k:

k(z+y) silO<z<2 0<y<2
Ixy (z,y) =
0 de otro modo

a) Encontrad el valor de k.

Pista: de manera analoga a como sucedia en el caso de funciones de densidad de una variable
aleatoria, el volumen total determinado por la funcién de densidad conjunta R? tiene que
valer 1 -férmula (17).

b) Encontrad las funciones de densidad marginales de X e Y.

¢) Determinad si X e Y son independientes.
2. Para el vector aleatorio (X,Y’) del problema anterior:

a) Encontrad las funciones de densidad condicional f(z|y) vy f(y]|x).

b) Encontrad P (0 <Y < & | X =1).

3. Dada una senal actstica que representamos mediante la variable aleatoria X, la introduci-
mos en un amplificador que genera una nueva variable aleatoria Y = aX +b (a y b constantes,

a distinta de cero). Se pide:

a) Encontrad la covarianza de X e Y y expresadla en términos de O'g(, la varianza de X.
Pista: recordad que la esperanza es un operador lineal.

b) Utilizando el hecho de que Var(Y) = Var(aX + b) = a2 Var(X), encontrad* el coeficiente
de correlaciéon de X e Y.

4. La funcién de densidad conjunta de un vector aleatorio (X,Y) es:

6y si O<y<z<l1
fxvy(z,y) =
0  de otro modo

a) Encontrad la funcién de densidad marginal fx (z).
b) Encontrad la funcién de densidad condicional f(y|z).

c) Calculad el valor esperado condicional correspondiente, es decir, E(Y | X = z).

5. La funcién de probabilidad conjunta de dos senales digitales que se representan mediante
un vector aleatorio (X,Y) es:

0,45 si z=0,y=0
0,1 sizxz=1,y=0
Pxy(z,y)=9 005 si 2=0,y=1

04 siax=1y=1

0 de otro modo

a) Calculad las funciones de probabilidad marginal de X y de Y.

* Atencién: durante los célculos,
recordad que una desviacién
tipica siempre es positiva,
mientras que la constante a
podria ser positiva o negativa.
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b) Encontrad el valor medio y la varianza de X. Lo mismo para Y.

c) Encontrad la covarianza y el coeficiente de correlacién de X e Y.

6. Probad que no pueden existir dos variables aleatorias X e Y para las cuales E(X) = 3,
E(Y)=2,E(X?)=10,E(Y?) =29y E(XY) =0
Pista: haced la prueba por reduccién al absurdo, es decir, suponed que es cierto lo que dice
el enunciado y tratad de buscar una contradiccion.

7. Considerad el canal de comunicacién que se muestra abajo. Sea (X,Y’) un vector aleatorio,

en el que X es la entrada del canal e Y es la salida. Sabemos que P(X =0) = 0,5, P(Y =
1]X=0)=0,1, y que P(Y=0|X=1) = 0,2. Se pide:

P(Y =01 X = 0)

0 0
X Y
1 1

P(Y=T1X=1)

a) Encontrad la funcién de probabilidad conjunta Pxy (z,y).
b) Encontrad las funciones de probabilidad marginales Px (z) y Py (y).

c) ;Son X e Y independientes?

8. La funcién de distribucién conjunta de un vector aleatorio (X,Y’) estd determinada por:

yre— @+
y+1

e ™ six,y>0
FXY(xzy) =

0 de otro modo

Encontrad la funcién de densidad conjunta, fxy (z,y), y utilizad un software (por ejemplo,
Wiris) para representarla graficamente.

9. La funcién de densidad conjunta de un vector aleatorio (X,Y’) estd determinada por:

2 si0<y<z<l
fxy(z,y) =

0 de otro modo

a) Encontrad las funciones de densidad marginales de X e Y.
b) Encontrad las funciones de densidad condicional f(x|y)y f(y|z).
10. En un servidor que procesa peticiones de cliente, definimos dos tiempos de espera: X7,

que es el tiempo de espera de la peticién a la cola del servidor, y X2, que es el tiempo que el
servidor emplea en procesar la peticién.
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Las variables aleatorias X1 y X2 tienen la funciéon de densidad conjunta siguiente:

e~(@1te2) i 0< 2y <o00,0< 22 < 0O
fxix,(x1,22) =
0 de otro modo

Calculad:

a) Probabilidad de que la peticién esté més de una hora en el sistema (tiempo a la cola mas
tiempo de procesamiento).

b) Las densidades marginales de X1 y Xo.

c) ;Son independientes X1 y X2?

d) La probabilidad de que la peticién pase més de una hora esperando en la cola.
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Solucionario

1= /j:o /:: Fxv (@, y)dwdy = k/: /02<x+y>dxdy

2 [ 22 z=2 2 1
:k:/ {—-{—wy} dy:k/ 2+2y)dy =8k = k= —.
o L2 =0 0 8

b) La funcién de densidad marginal de X es:

y=2 Ix+1) 0<z<2

|+

—
8
<
+

0|5

S

Il

oo 2
fx(z)= /7 fxv (z,y)dy = %/o (z+y)dy =

y=0 0 de otro modo

De manera anéaloga, la funcién de densidad marginal de Y es:

o 12 1 g2 V=2 ty+1) o<y<2
Iy (y) = / fxv(z,y)dy = 7/ (z+y)dy = < [zer f]

. 8 Jo 8 2 |0
v 0 de otro modo

c) X e Y no son independientes, puesto que: fxy (z,y) # fx(x)fy (y) (é(z +y) # %(:v +
1)1y +1)).

2.

a)

1
7z+
s@ty) _ oty 0<y<2 0<z<?2

@+l 20@+1)

flylz) =

s@+y) a4y

= , 0<z<2,0<y<2.
L+ 20w+1)

flzly) =

b) La probabilidad pedida es:

1 1/2 1/2 1 1y 5
Plo<y<Z|X=1])= =1Ddy = Ty = =,
(< <2\ ) /0 f(ylz=1)dy /0 T W=
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3.
a) Notad que:
E(XY) = E[X(aX +b)] = aE(X?) + bE(X).
E(Y)=E(aX +b) =aE(X) +b.
Por lo tanto,

Cov(X,Y) = B(XY) — B(X)E(Y) = a E(X2) + bE(X) — E(X)(a BE(X) + b)

=a(BE(X?) - E(X)?) = aVar(X) = ac%.

b) Notad que:* 0% =a?0% = oy =|a|ox.
*Véase el ejemplo 3.2 del médulo
«Funciones de variables

El coeficiente de correlacién de X e Y es: aleatorias».
_ Cov(X,Y)  ac%k  a _ 1 a>0
oxXOoy ox ‘lalox a
lal lal -1 a<0
4.
a)

Ix(z) = /:’0 Ixy (z,y)dy = /Oz 6ydy = 3z2.

322 0<z<1

Ix(z) =
0 de otro modo
b)
24 O<y<z<l1
f(ylx) — fXY(xvy) _ T
Ix (x)

0 de otro modo

c) El valor pedido es:

oo 1 [, 2
E(Y|X=r)=/ yf(ylr)dy=7/ 2y°dy = .
oo x 0 3
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5.

a) Probabilidad marginal de X:
P(X=0) = Pxy(0,0) + Pxy(0,1) = 0,5, P(X=1)= Pxy(1,0) + Pxy(1,1) = 0,5.
Probabilidad marginal de Y:

P(YZO) = ny(0,0) +ny(1,0) = 0,55, P(YZI) = ny(o,l) +ny(1, 1) = 0,45.

b)

E(X) =Y a;P(X=2;)=0-05+1-05=05.

3

B(X?) =) 2?P(X=x;) =0?-05+1%-0,5=0,5.

K3

Var(X) = E(X?) — E(X)? = 0,5 — 0,52 = 0,25.
Andlogamente, se obtiene:

E(Y) = 0,45, Var(Y) = 0,2475.
c)

E(XY)=> " 2y Pxy(zi,y;) =0-0-045+0-1-0,05+1-0-0,1+1-1-0,4 =04
g

Cov(X,Y) = E(XY) — B(X)E(Y) = 0,4 —0,5-0,45 = 0,175.

Cov(X,Y) 0,175
p= = = 0,704.
oxoy /0,25 0,2475

6. Si suponemos que se satisfacen todas las condiciones del enunciado, entonces:
Cov(X,Y)=E(XY)-EX)EY)=0-3-2=—6
Var(X) = BE(X?) —E(X)?=10-9=1 = ox = 1.

Var(Y) = E(Y?) —E(Y)2 =29 -4 =25 = oy =5.

6
= =——< -1

_ Cov(X,Y) -6
P= oOxXoy 1-5 5

Contradiccién, puesto que tiene que ser —1 < p < 1.
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Por lo tanto, no se pueden dar a la vez todas las condiciones del enunciado.
7.

a) Notad que P(X=1)=0,5, PY=0|X=0)=09y.PY=1|]X=1)=0,8

Por lo tanto:

Pxy (0,0) = P(X=0,Y=0) = P(Y=0| X = 0)P(X = 0) = 0,45.

Pxy(0,1) = P(X=0,Y=1) = P(Y =1| X =0)P(X =0) = 0,05.

Pxy(1,0) = P(X=1,Y=0) = P(Y =0| X = 1)P(X=1) = 0,10.

Pxy(1,1) = P(X=1,Y=1) = P(Y =1| X = 1)P(X =1) = 0,40.

b) Las funciones de probabilidad marginales son:

Marginal de X:

Px(0) = P(X=0) = Pxy(0,0) + Pxy(0,1) = 0,5.

Px(1) = P(X=1) = Pxy(1,0) + Pxy(1,1) = 0,5.

Marginal de Y:

Py (0) = P(Y=0) = Pxy(0,0) + Pxvy(1,0) = 0,55.

Py (1) = P(Y=1) = Pxy(0,1) + Pxy(1,1) = 0,45.

c¢) X e Y no son independientes, puesto que Pxy (0,0) = 0,45 # Px (0)Py (0) = 0,275.

8. Para z, y > 0, se tiene que:

2
v (@) = 2 ) = o (T2 )] = (e D) —geelut),

0xdy wY= oy

ze Wt gy >0
Entonces: fxy (z,y) =

0 de otro modo

A continuacién, se muestra la gréfica de la funcién de densidad conjunta desde diferentes
perspectivas:
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2z 0<z<1
a) Si0 <z < 1entonces fx(z) = [ 2dy = 2z. Por lo tanto: fx (x) =

0 de otro modo

) 21-y) O<y<l
Si0 < y < 1entonces fy (y) = fy 2dx = 2(1—y). Por lo tanto: fy (y) =

0 de otro modo

b) Si0 < y < & < 1 entonces f(y|z) = f);;/{ig)y) = % = % Por lo tanto: f(y|z) =

1 0<y<z<l1

0 de otro modo

v (.2) 4y 0<y<z<l
Si0 < y < z < lentonces f(z|y) = % = ﬁ Por lo tanto: f(z|y) =

0 de otro modo
10.

a) Calculamos la probabilidad de que el tiempo de espera total no supere 1 hora, es decir,
X1+ X2> 1.

1 1—xq
H&+&>U:FH&+&<U:F/(/ eﬁﬁmmam
0 0

1 1
1— / e P11 —e =21 dpy =1 — / (e™®1 —e Ydzy
0 0

1—[—e 1 —e lgy)d =271

b) Las funciones de densidad marginales son las siguientes:
oo} oo
fx,(z1) = / e~ (@1+e2) g — o—w1 / e "2dre =e "1, 1 >0.
0 0
Anélogamente, para x2:

o0 o0
fxy(x2) = / e~ (1) gy = %2 / e ldrg = e %2, x2>0.
0 0

c) X1 y X2 son independientes puesto que, para z1 > 0,22 > 0:

fX1X2 (xler) = ei(zlJrIZ) = le (xl)fXg (12) =e "lem 72,

d) La probabilidad de que el tiempo de espera en la cola sea mayor que una hora es:

oo
P(X1>1) :/ e %ldy, = e L.
1
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