Caracterizacion
estadisticay
parametros
de los procesos
estocasticos

00000000000

Josep Maria Aroca



Los textos y las imdgenes publicados en esta obra estdn sujetos —salvo que se indique lo contrario—
a una licencia de Reconocimiento-NoComercial-SinObraDerivada (BY-NC-ND) v.3.0 Espana de
Creative Commons. Podéis copiarlos, distribuirlos y transmitirlos publicamente siempre que citéis
el autor y la fuente (FUOC. Fundacid per a la Universitat Oberta de Catalunya), no hagdis un
uso comercial de ellos y no hagdis obra derivada. La licencia completa se puede consultar en
http: // creativecommons. org/ licenses/by-nc-nd/3. 0/ es/ legalcode. es.


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/es/legalcode.es

CC-BY-NC-ND e PID_00253301 Caracterizacién estadistica y pardmetros de los procesos...

Indice

Introduccidn ........ ... 5
ODbjJetivos . ... 6
1. Funciones de densidad y distribucién de ordenn ............ 7

2. Parametros de un proceso estocéastico. Funciones de valor

medio, autocorrelaciéon y autocovarianza. Potencia........... 14
3. Ejemplos de calculo de pardmetros ............................ 18
4. Parametros cruzados. Procesos independientes............... 22
Resumen ............. . 24
Actividades ... 25

SoluCIONATIO . ... 32






CC-BY-NC-ND e PID_00253301 5 Caracterizacién estadistica y pardmetros de los procesos...

Introduccién

Como hemos visto en médulos anteriores, las variables aleatorias se describen Véase también

por medio de una funcién de probabilidad (caso discreto) o de una funcién de Recordad que los conceptos

densidad (caso continuo) que contiene toda la informacién sobre la distribucién de funcién de probabilidad y
de densidad de variables

estadistica de la variable. Después, a través de medias se definen pardmetros aleatorias discretas y

como la esperanza (valor medio) o la varianza. En el caso de los procesos continuas se estudian en el
L, L. . .. . . . . mddulo “Variables
estocasticos se definen magnitudes similares, que tienen importancia especial aleatorias” .

porque la caracterizacién estadistica completa puede ser muy dificil de conocer

en algunos casos practicos.

En este médulo definiremos las funciones que caracterizan toda la estadistica de
un proceso estocastico. Comenzaremos definiendo las funciones de distribucion
y de densidad de orden n en el apartado 1. A continuacién, en el apartado 2,
definiremos una serie de parametros caracteristicos de los procesos estocésticos,
como son las funciones de valor medio, la autocorrelacion, la covarianza y la
potencia. En el apartado 3 veremos algunos ejemplos de célculo de parametros.
En la practica, suele haber métodos més o menos directos para obtener estos
pardametros. Aqui, ademds de utilizar los métodos directos, emplearemos tam-
bién las funciones de densidad del proceso para dar una visién completa del
tema. En el apartado 4 veremos qué son los parametros cruzados que aparecen

cuando comparamos dos procesos estocasticos entre si.
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Objetivos

Los objetivos que debe alcanzar el estudiante una vez trabajados los materiales

didéacticos de este mdédulo son:

1. Entender cémo se caracteriza estadisticamente un proceso estocastico.
2. Conocer los pardmetros de un proceso estocastico.
3. Calcular estos parametros para ciertos tipos de proceso.

4. Caracterizar la relacién entre dos procesos estocasticos y obtener sus parame-

tros cruzados.
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1. Funciones de densidad y distribuciéon de orden n

En este apartado consideraremos procesos a tiempo continuo X (¢). Tened en
cuenta que los procesos a tiempo discreto tienen un tratamiento formalmente
similar. A diferencia de lo que sucede con variables o vectores aleatorios, no
existe una funcién de densidad del proceso en conjunto. La caracterizacién se
realiza por medio de la idea siguiente.

Fijados n instantes diferentes ti,%s,...,t,, los valores que toma el proceso,
X(t1), X(t2),..., X(tn), constituyen un vector aleatorio n-dimensional. Como
ya sabemos describir de manera completa la estadistica de los vectores alea-
torios, caracterizaremos la estadistica de un proceso estocéstico del siguiente

modo.

Proposicion 1.1. La distribucion probabilistica de un proceso estocasti-
co X (t) queda completamente determinada si, para todo n > 1 y para
toda eleccion de los instantes t1,ts,...,%t,, conocemos la distribucion

probabilistica del vector aleatorio (X (t1), X (t2), ..., X (tn))-

Es decir, podemos conocer la distribuciéon probabilistica de un proceso es-
tocdstico, X (t), a partir de la caracterizacién de las variables aleatorias en
ciertos instantes ;. En rigor, puede haber procesos que no verifiquen este resul-
tado. Fuera de estos casos patoldgicos, los procesos de interés en las aplicaciones

practicas cumplen el enunciado anterior.

La proposicién 1.1 nos sugiere hablar de muestra de n instantes para referirnos
a la seleccién de n valores diferentes de t y los valores que toma en ellos el

proceso X (t).

Definicién 1.1. Una muestra de tamano n (n = 1,2,3,...) consis-
te en la eleccién de n instantes diferentes ti,ts,...,t, y en el vector

aleatorio asociado a estos instantes (X (¢1), X (¢2), ..., X (tn)).

La distribucién estadistica de un proceso estocastico queda determinada si

conocemos la distribucién de todas las muestras posibles. Esto da lugar a los

conceptos siguientes.

Véase también

La estadistica de los vectores
aleatorios se estudia en el
médulo “Vectores aleatorios”
de esta asignatura.

Procesos estocasticos y
vectores aleatorios

Para evaluar un proceso
estocastico fijaremos una
serie de instantes diferentes y
consideraremos que en cada
instante de tiempo tenemos
una variable aleatoria
ordinaria. El nimero n de
instantes que fijemos nos dird
cudl es la dimensién del
vector aleatorio.
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Definiciéon 1.2. Las funciones de distribuciéon de orden n de un
proceso estocéstico X (t) a tiempo continuo son las funciones de distri-
bucién de los vectores aleatorios asociados a las muestras de tamano n.

Las representamos F'(z1,Za,...,Zn; t1,ta,...,t,). Entonces

F(x1,%2,...,%n; t1,t2,. .., tn) = (1)

P(X(tl) S Z‘l,X(tz) S Lo, ... ,X(tn) < l‘n)

Segin esta definicién, la funcién de distribuciéon de orden m del proceso es-
tocdstico X(t) se define como la probabilidad de que el proceso muestreado
en estos instantes de tiempo, es decir, X (t;), sea igual o menor que un cier-
to valor z; para i = 1,...,n. Fijaos en que esta es la definiciéon de funcién
de distribucién que habiamos considerado para variables aleatorias ordinarias

unidimensionales. Aqui hemos extendido esta definicién al caso n-dimensional.

Una vez definidas las funciones de distribucién, vamos ahora con las fun-

ciones de densidad.

Definicién 1.3. Las funciones de densidad de orden n de un proceso
estocdstico X (t) de estado continuo son las funciones de densidad
de los vectores aleatorios asociados a las muestras de tamano n. Las

representamos f(z1, xa,...,Tn; t1,t2,...,1,). Entonces

F(wl,mg,...,xn; tl,tg,...,tn) =

oS [ fyn,y2s U tasta, e t) dyrdys - dyy,. (2)

Observad que en esta definicién especificamos que el proceso estocéstico X (¢)
es de estado continuo, ya que si recordais el médulo “Variables aleatorias”,
habiamos definido la funcién de distribucién para variables discretas y conti-
nuas, mientras que la funcién de densidad la habiamos definido tnicamente

para variables continuas.

La caracteristica que si que habiamos definido para las variables aleatorias
discretas era la funcién de probabilidad. Vamos ahora a extender esta definicién
al caso n-dimensional, es decir, al caso de un proceso estocéstico X (t) de estado

discreto y muestreado para ciertos instantes de tiempo ;.

Véase también

Las variables aleatorias
ordinarias unidimensionales
se estudian en el médulo
“Variables aleatorias” .

Observacion

Fijaos en que la definicién 1.2
de funcién de distribucién la
podemos aplicar a procesos
X (t) de estado tanto
discreto como continuo. En
la definicién 1.3, cuando
hablamos de funciones de
densidad, se especifica que el
proceso estocastico X (t)
debe ser de estado continuo.
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Definicién 1.4. La funcién de probabilidad de orden n de un pro-
ceso estocdstico X (t) de estado discreto es la funcién de probabilidad
del vector aleatorio asociado a las muestras de tamano n. La represen-

tamos P(x1,xa,...,&n; t1,t2,...,t,). Entonces

P(z1,29,...,Zn; t1,t2, ..., tn) =

P(X(t1) = z1, X (t2) =22, ..., X(tn) = n).

Asi, la caracterizacién de un proceso estocédstico depende de si el proceso es de

estado continuo o de estado discreto, tal como se enuncia a continuacién.

La distribucion estadistica de wun proceso de estado conti-
nuo queda determinada si conocemos las funciones de densidad
f(xy, @, ..., @y; ty,to, ..., t,) para todos los valores de t1,ta,...,t, ¥

para todo n > 1.

La distribucion estadistica de wun proceso de estado discreto
queda determinada si conocemos las funciones de probabilidad
P(x1,29,...,2Zpn; t1,t2,...,t,) para todos los valores de t1,t2,...,t, ¥

para todo n > 1.

Hay una serie de vinculos entre estas funciones. Si tomamos la densidad de
orden n y calculamos la funcién de densidad marginal de & < n de sus variables,
el resultado debe ser la densidad de orden k. Tenemos, pues, una jerarquia de
funciones vinculadas. Por ejemplo, si consideramos el orden igual a 1, estamos
tomando nuestro proceso estocdstico y tomando una tinica muestra (fijando un
valor de t = t1). En este caso tenemos la densidad de orden 1 f(z1; t1) que nos

describe la variable unidimensional X (¢1) (¢; fijado).

Si queremos calcular la densidad de orden 2, hemos de fijar dos instantes de
tiempo, t1 y t2, que dardn como resultado dos variables aleatorias, x1 y xs.
La densidad de orden 2, f(x1,x2; t1,t2), nos describe el vector bidimensional
(X (t1), X (t2)). Si ahora en este vector calculamos la densidad marginal de
X (t1), el resultado ha de ser la densidad correspondiente de primer orden. Es

decir:
Flans ) = / Flar, ot ta) dos. (4)

Fijaos en que para calcular la densidad marginal de la variable X (¢;) hacemos

la integral respecto a la variable, xs.

Observacion

Recordad que en el médulo
“Variables aleatorias”
habiamos definido la funcién
de probabilidad tnicamente
para las variables aleatorias
discretas, ya que en este caso
podiamos asociar una
probabilidad a un resultado
concreto. La definicién 1.4,
por tanto, la podremos
aplicar a procesos
estocasticos X (t) a tiempo
continuo y de estado discreto.

Probabilidad y densidad
marginal

En el médulo “Vectores
aleatorios” vimos que la
funcién de probabilidad
marginal y densidad marginal
de un vector consistia en
sumar (para variables
discretas) o integrar (para
variables continuas) respecto
a todos los valores posibles
del resto de las variables.
Para el caso n = 2 y para
variables discretas, por
ejemplo, teniamos:

P(X =a;) = ip(x =
j=1

a;, Y = by).
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Los valores ti,to,...,t, figuran en estas funciones para recordarnos en qué
instantes tomamos las variables, es decir, en qué instantes estamos tomando
muestras del proceso estocdstico X (). Lo que nos interesa en tanto que fun-
ciones de densidad es la dependencia de las z;. Las funciones de densidad (o de
probabilidad) de orden n se tratan como las de un vector n-dimensional cual-
quiera. Por ejemplo, la condicién de normalizacion de la densidad de primer

orden es

Condiciéon de normalizacion

/:XD Fa: t)dz = 1. (5)

Como vimos en la
proposicién 2.3 del médulo
“Variables aleatorias”, el area
total bajo la curva que

Afortunadamente, en las aplicaciones no siempre necesitamos toda esta infor- describe la funcién de
densidad es igual a 1.

La obtencién de este conjunto de funciones es, en general, una tarea complicada.

macién, sino que normalmente tenemos suficiente con las funciones de orden

bajo, como por ejemplo las de primer y segundo orden. En el caso de procesos
que dependen explicitamente de una o pocas variables aleatorias suele ser facil

obtenerlas, como muestran los ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.1

Dada la variable aleatoria unidimensional A, uniforme en el intervalo [0, 1], definimos el
proceso X (t) = et t > 0.

Figura 1. Realizacién del proceso X (t) Figura 1

Este proceso estocastico es
una funcién exponencial en la
que el pardmetro A es una
variable aleatoria uniforme
dentro del intervalo [0, 1].

X

Como A varfa sobre todo un intervalo real, et para t fijado, también puede tomar valores
sobre todo un intervalo. Por tanto, X (¢) es un proceso de estado continuo. Calculemos
su densidad de primer orden para ilustrar las ideas anteriores. Haremos el cédlculo por
medio de la funcién de distribucién.

La funcién de densidad de la variable A (variable aleatoria continua y de tipo uniforme) es: Véase también

Recordad la definicién de la

variable aleatoria uniforme

0<a<l1 que vimos en el subapartado

fa(a) = T T 3.2.1 del médulo “Variables
0, en otros casos aleatorias” .
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y su funcién de distribucién vale:

0, a <0,
Fa(@)=4 a, 0<a<1,
1 a>1.

)

Recordemos también que F4(a) = P(A < a). Es decir, la funcién de distribucién de la
variable aleatoria A evaluada en el punto a es la probabilidad de que la variable aleatoria
A adquiera un valor menor o igual que a. Ahora, si fijamos t, el proceso estocastico
X (t) puede tomar cualquier valor en el intervalo [1,e?]. Si z se encuentra dentro de este
intervalo, la funcién de distribucién de primer orden es:

F(z; t) = P(X(t) <z) = P(e* <z)=P (A < T) =Fy (7) =

Fijaos en que en la tercera igualdad de la expresién anterior lo que hemos hecho es aislar
la variable aleatoria A de manera que podamos caracterizar el proceso estocastico X (t)
en funcién de las caracteristicas de la variable A.

En la dltima igualdad de la expresién anterior hemos sustituido el valor de a por el
argumento que aparece en la funcién de distribucién.

Decimos que la funcién de distribucién es de primer orden porque tnicamente hemos
fijado un unico valor de t y, por tanto, tenemos una tunica variable aleatoria. Si que-
remos calcular la funcién de densidad de primer orden, hemos de derivar la funcién de
distribucién™®,

* Tal como habiamos visto en el
médulo “Variables aleatorias” .

d 1
flz; t) = —F(x; t) = —, 1<z <el.
dx tx

Comprobemos la condicién de normalizacién:

oo et 1 1 x:et
/ £z t)dwz/ —dz = [7 lnw:| =1.
— oo 1 tx t =1

En este tipo de problemas es importante manipular con cuidado los valores limi-
te y la dependencia en los parametros temporales. Veamos un ejemplo numérico

de esto partiendo del proceso X (t) que hemos visto en el ejemplo 1.1.

Ejemplo 1.2

Partiendo del ejemplo anterior, consideramos que un dispositivo electrénico se activa
cuando X (t) sobrepasa el valor 2. ;Cudl es la probabilidad p(t) de que en el instante ¢
esté activado?

Se trata de calcular P(X(t) > 2). Lo primero que hemos de tener en cuenta es que el
conjunto de valores posibles para X (t) es el intervalo [1, e!], que varfa con t. Para que la
probabilidad anterior no sea nula, es necesario que este intervalo contenga valores mayores
que 2.

Por tanto, p(t) es diferente de cero a partir del momento en el que 2 < e’. Si eso sucede,
P(X(t)>2)=1-P(X(t)<2)=1-F(2 t)=1— 22 Es decir:

0, 0<t<In2,

p(X(t) >2) =
In2
1= ==, t>h2
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Figura 2. La funcidn p(t)

1 Figura 2
La probabilidad p(t) es la
0,81 probabilidad de que el
proceso X (t) tome un valor
mayor que 2.
0,6
g
0,4
0,21
0 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
t
Ejemplo 1.3

Modelizamos la llegada de ciertos paquetes criticos de informacién en una red con la
variable aleatoria A. Esta variable es uniforme en [0, 1]. Queremos que cuando llegue uno
de estos paquetes de informacién se genere una sefial de sincronizacién que nos avise de
que este acontecimiento se ha producido. A partir de estos requisitos definimos un nuevo
proceso de la forma:

Es decir, X (t) pasa bruscamente de 0 a 1 en el instante t = A.

Figura 3. Realizacién del proceso X (t) Figura 3
2 Una posible realizacién del
proceso estocdstico a tiempo
continuo y de estado discreto
X(t).
1,5+
A=0,3
g 1)d
<
0,5
0 1 1 1 1
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El proceso X (t) es de estado discreto, ya que en cualquier instante solo puede tomar los
valores 0 o 1. La funcién de probabilidad de primer orden P(n;t) = P(X(¢f) = n) nos
da la probabilidad de que X (t) valga n, donde n solo puede ser 0 o 1. Asf, hemos de
determinar

P(0;t) = P(X()=0) = P(t< A) =1 - P(A<t)=1— Fa(t)=1—t,

P(1;t) = P(X(t)=1) = P(A < t) = Fa(t) = t.

Es inmediato verificar que esta funcién estd normalizada: P(0;t)+P(1;t) = (1—¢)+t = 1.
En muchos casos practicos no es posible hacer un estudio tan detallado como en los
ejemplo anteriores. Muchos procesos se analizan mediante algunos pardmetros que los
caracterizan. En el apartado siguiente definimos estos pardmetros.

Véase también

En el apartado 2 de este
médulo definiremos, de la
misma manera como lo
hicimos para las variables
aleatorias ordinarias, los
pardmetros mas relevantes de
un proceso estocastico: el
valor medio, la funcién de
autocorrelacién y la
autocovarianza.
Introduciremos también un
nuevo concepto: la funcién
potencia.




CC-BY-NC-ND e PID_00253301 14

Caracterizacién estadistica y pardmetros de los procesos...

2. Parametros de un proceso estocastico. Funciones
de valor medio, autocorrelaciéon y autocovarianza.
Potencia

De manera andloga a lo que hicimos con las variables aleatorias ordinarias, se
definen pardmetros estadisticos para los procesos estocasticos. Dado que un
proceso es una variable aleatoria dependiente de un indice ¢, ahora tendremos,

en lugar de parametros numéricos, funciones con dependencia temporal.

En el ejemplo 1.1 del inversor con el que empieza el médulo “Introduccién a los procesos
estocasticos”, una estimacion de los beneficios que habra obtenido el dia ¢ viene determi-
nada por el valor medio de la variable aleatoria X;. Como este valor medio depende, en
principio, de 4, resulta también una funcién dependiente de esta variable independiente.

En este ejemplo particular no es dificil de evaluar porque X; es la suma de las ganancias
obtenidas los primeros ¢ dias. La ganancia obtenida en un dia cualquiera tiene como valor
medio pa + (1 — p)(—B8) = 3p — 2(1 — p) = 5p — 2. Como el beneficio en i dias es la suma
de las ganancias en cada uno de los dias, resulta que E(X;) = (5p — 2)i y, de media,
el beneficio tiene comportamiento lineal. De hecho, con este resultado ya vimos que la
inversién funcionara bien cuando p > %

Definicién 2.1. La funcién de valor medio de un proceso estocastico
X(t) es

m(t) = E(X(t)). (6)

La funcién m(t) es simplemente el valor medio de la variable X (¢) en ¢ fijado.
La manera de calcularlo depende de cémo se defina el proceso y de si este
es de estado continuo o discreto. Para un proceso de estado continuo del que

conocemos la densidad de primer orden resulta:

Si el proceso es de estado discreto, la expresién es:
m(t) = Y aP(x; 1), (8)
xr

donde la suma recorre los posibles valores de X (t). Fijaos en que el sumatorio y
la integral estan hechos sobre la variable x; por tanto, nos queda la dependencia

sobre la variable independiente t.

Ya veremos en los ejemplos que a veces no es necesario conocer las funciones

de primer orden para determinar los pardmetros.

Ejemplo del inversor

Recordad que en el ejemplo
del inversor del médulo
“Introduccién a los procesos
estocasticos”, « era el
beneficio conseguido que se
daba con una probabilidad p,
y le dimos el valor de a = 3.
El valor 3 eran las pérdidas
que se daban con una
probabilidad (1 — p), y le
asignamos un valor de § = 2.

Véase también

Recordad las definiciones de
valor medio, esperanza o
momento de orden 1 para
variables aleatorias discretas
y continuas de los
subapartados 2.2 y 3.3 del
médulo “Variables
aleatorias” .
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La funcién de valor medio da una idea del comportamiento medio de las dis-
tintas realizaciones, pero a veces no tenemos suficiente con esta informacién.
La funcién m(t) no mide nada de la relacién entre los valores de la funcién en

instantes diferentes.

En el ejemplo del inversor, hemos determinado que el valor medio vale (5p—2)i. Pongamos
que p = 0,7. La estimacién del bebeficio pasados 10 dias (X10) serfa este valor medio,
(5-0,7—2)10 = 15.

Pero supongamos que nos planteamos la estimacion de X9 el octavo dia y que este dia
ya sabemos que la ganancia vale Xg = 14. Ahora la estimacién de X109 = 15 parece baja,
ya que los dos dias siguientes podemos ganar 3 + 3 = 6 con probabilidad 0,72 = 0,49,
podemos ganar 3 — 2 = 1 con probabilidad 2 - 0,7 - 0,3 = 0,42 y podemos “ganar”
—2 — 2 = —4 con probabilidad 0,32 = 0,09. El valor medio del beneficio de estos dos
dias es 6-0,49+1-0,42 4+ (—2) - 0,9 = 3,18. Asi, es mds correcto tomar como estimacién
de X0 el valor 14 4 3,18 = 17,18. Lo que sucede es que las variables Xg y X1o tienen
una cierta correlacién, de manera que conocer el valor de una afecta a la distribucién de
probabilidad de la otra.

En el caso de procesos estocasticos es habitual tener que hacer alguna prediccion
de la evolucion futura a partir de los resultados del presente o del pasado.
Para poder hacer esto, necesitamos alguna informacién de la correlacién entre
las variables X () en instantes diferentes. La correlacién nos da una idea de
la relacién entre las variables X (¢) en instantes diferentes y, por tanto, nos
permitird hacer algin tipo de prediccién de valores futuros a partir de valores

que ya hemos obtenido. Esto motiva los conceptos siguientes.

Funcién de autocorrelacion

Definiciéon 2.2. La funcién de autocorrelaciéon de un proceso es- En los subapartados 1.3 y 2.4
teedese X(t) & del mo"duI”o “Vect.ores
aleatorios” se define la
esperanza del producto de
dos variables aleatorias de un
R(th tz) = E[X(tl)X(t2)]’ (9) vector bidimensional. En este
caso denominamos funcién
de autocorrelacion la
esperanza del producto del
donde t; y t2 son dos instantes de tiempo fijados. proceso X () evaluado en dos
instantes de tiempo t1 y 2.

Es decir, la funcién de autocorrelacién es la esperanza del producto del proceso
estocéstico evaluado en dos instantes de tiempo diferentes. Fijaos en que es
una propiedad de segundo orden, ya que queda determinada por la densidad
de segundo orden, es decir, depende de dos instantes temporales diferentes. Si
aplicamos esta definicién al caso de un proceso estocdastico de estado continuo,

obtenemos lo siguiente.

Funcién de autocorrelacion para un proceso estocastico de estado conti-

nuo:

R(tl,tz) :/ / Jilmzf(l‘h:ll'g; tl,tz) d$1d$2. (10)
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De la definicién se obtiene inmediatamente que R(t1,t2) = R(t2,t1). Esto es

atil a veces, ya que implica que es suficiente calcularla para t; < t5.

El parametro siguiente de denomina autocovarianza, y se puede obtener a partir

de la autocorrelacién, tal como se indica a continuacién.

Covarianza
Definiciéon 2.3. La funcion de autocovarianza de un proceso es- Recordad la definicién de
tocéastico X(t) es covarianza que se realiza en

el médulo “Vectores
aleatorios” en los
subapartados 1.3 (para
C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(ta), (11) variables discretas) y 2.3
(para variables continuas). Se
define como: Cov(X,Y) =

. . . E[(X — E(X))(Y —E(Y))] =
donde t; y t2 son dos instantes de tiempo fijados. E(XY) — E(X)E(Y). Fijaos
cémo ahora consideramos las
variables X (t1) y X (t2) en
lugarde X e Y.

Es decir, la funcién de autocovarianza es la funciéon de autocorrelacion menos
el producto de las funciones valor medio. Es precisamente la covarianza de
las variables X (t1) y X (t2). En efecto, Cov(X (t1), X (t2)) = E(X(t1)X (t2)) —
E(X(t1)) E(X(t2)) y el primer término es R(t1,t2), mientras que el segundo es
m(t;)m(ts). Asi,

COV(X(t1)7X(t2)) = C(tl,tg). (12)

Por tanto, lo que habiamos denominado covarianza en un vector aleatorio
n-dimensional lo podemos trasladar aqui al caso de un proceso estocéstico y lo

denominamos funcién de autocovarianza.

A continuacion definimos la potencia media de un proceso estocastico.

Potencia y funcién de
autocorrelacion

Definicién 2.4. La potencia media de un proceso estocéstico X (t) es

Observad que la potencia de
un proceso estocastico X (¢),
Pot(t), es la funcién de
autocorrelacién R(t1,t2)
evaluada para un dnico
instante temporal, es decir,
R(t,t).

Pot(t) = E(X (t)?). (13)

Asi, vemos que E(X (¢)?) = E[X ()X (t)] = R(t,t). Por lo tanto:

Relacion entre la potencia y la autocorrelaciéon:

Pot(t) = R(t,1). (14)
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El término potencia tiene su origen en el hecho de que si X (¢) representa un

Potencia y ley de Ohm

voltaje o una corriente eléctrica, X (¢)? nos da la potencia absorbida por una

resistencia unidad. Como la funcién de valor medio solo involucra la densidad La potencia absorbida por

de primer orden (depende de un tnico instante temporal, t), decimos que es un una resisten‘C/ig e
P=VI=*% =I°R.Si
. . . . . o
pardmetro de primer orden. De modo similar, decimos que las funciones de au- hacemos esta resistencia
tocorrelacién y de autocovarianza son pardmetros de segundo orden (dependen igual 32|a U"izdad’ entonces
P=Vs=1"

de los dos instantes temporales 1 y t2).

También podemos definir momentos de orden arbitrario n como:

R(n) (th ta, ... 7tn) = E[X(tl)X(tQ) T X(tn)]a (15)

aunque no los utilizaremos. Fijaos en que hablamos de momento de orden n

porque son funciones que dependen de n instantes temporales.

Si tenemos mds de un proceso estocéstico, X (t), Y (t), etc, podemos aclarar
de qué proceso son los parametros etiquetandolos con el nombre del proceso:
mx(t>, my(t)7 Rx<t1,t2), Cy(tl,t2>, POtx(t), etc.
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3. Ejemplos de calculo de parametros

En este apartado veremos algunos ejemplos en los que calcularemos los para-
metros de diferente orden que hemos definido en los dos apartados anteriores.
Es decir, calcularemos la funcién de valor medio, la funcién de autocorrelacién,

la funcién de autocovarianza y la potencia.

Ejemplo 3.1

Calculemos los pardmetros de primer y segundo orden para el proceso del ejemplo 1.1.
Recordad que el ejemplo 1.1 de este médulo consistia en el proceso estocastico X (t) = eAt,

con t > 0y A una variable aleatoria uniforme en el intervalo [0, 1].

Como ya conocemos la densidad de primer orden, resulta facil obtener la funcién de valor
medio:

t

o0 e 1 et —1 Funcién de densidad de
m(t):/ zf(x; t)dz:/ z—dr = .
1

primer orden

—o0

Recordad que para este
proceso estocastico habiamos
calculado la funcién de
densidad de primer orden
como: f(z; t) = i para
1<z <et.

No obstante, existe una manera més directa de obtener el resultado anterior. Cuando un
proceso se expresa explicitamente en términos de algunas variables aleatorias, podemos
calcular directamente sus pardmetros utilizando el teorema de la esperanza:

1 eat a=1 et -1

eath(a)da:/ e . 1da = e =

0 a=0 t

m(t) = E(e4t) = /OO

—o0

Teorema de la esperanza

El teorema de la esperanza
nos permite calcular la
funcién de valor medio del
proceso X (t) segun la
funcién de densidad de la
variable aleatoria A sin tener
que conocer la funcién de
densidad del proceso
estocdastico.

De manera similar obtenemos la autocorrelacién:

etitta _q

R(t1,t2) = B[X (t1) X (t2)] = E(e4t1e4t2) = B(eA(t1Ft2)) =
t1 + to

Ejemplo 3.2

Calculemos la funcién de valor medio del proceso del ejemplo 1.3. Utilizando la funcién
de probabilidad de primer orden:

Ejemplo 1.3

El ejemplo 1.3 de este
mddulo consiste en una
funcién escalén que cambia
del valor 0 al valor 1 en un

m(t)=0-P(0; t)+1-P(1; t) =t.

Con el teorema de la esperanza, explicitamos la dependencia de A poniendo X (t) =
P(t,A), que vale 0 o0 1 segiin si t < A ot > A, respectivamente:

m(t)=/01<1>(t,a)fA(a)da=/t10-1da+/0t1-1da=t.

valor  que depende de la
variable aleatoria uniforme A,
definida en el intervalo [0, 1].
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La funcién de autocorrelacién se puede calcular siguiendo el procedimiento anterior:

min(ty,t2)

1
R(t1,t2) :/ D(t1,a)P(t2,a)fa(a) da:/ 1-1da = min(t1,t2).
0 0

Dado que ®(t1,a)®(t2,a) vale cero excepto cuando a < ¢1 y a < t2, es decir, cuando
a < min(¢1,t2).

Ejemplo 3.3
Un generador de sefial produce un tono en frecuencia pero a causa de las condiciones

ambientales presenta algunas derivas en la amplitud y la fase que genera. Calculemos los
parametros de la oscilacién aleatoria siguiente:

X (t) = Acos(wt + B),
donde w es una constante, A es una variable aleatoria exponencial de valor medio K, B

es una variable aleatoria uniforme en [0,27] y A y B son independientes.

Advertid que tenemos toda la informacién sobre la variable bidimensional (A, B), de
manera que el proceso estd bien especificado. Su valor medio vale

m(t) = E(Acos(wt + B)) = E(A) E(cos(wt + B)),

ya que A y B son variables independientes (y, por tanto, también lo son A y cos(wt+ B)).
Ahora, nos dicen que E(A) = K y podemos calcular, por el teorema de la esperanza,

o) 27 1
E(cos(wt + B)) = / cos(wt +b) fp(b)db = / cos(wt + b)gdb =0.
[eS) 0

Asi, concluimos que m(t) = 0.

Como sucedia en el ejemplo 4.2 del médulo “Introduccién a los procesos estocésticos”,
el valor medio es nulo. Esto se debe nuevamente al hecho de que en cualquier instante
determinado las diferentes realizaciones difieren en una fase que toma valores sobre un
periodo, de modo que tenemos contribuciones positivas y negativas con el mismo peso.

La funcién de autocorrelacién se calcula de manera andloga:

R(t1,t2) = E(Acos(wt1 + B)Acos(wta + B)) = E(A%) E(cos(wt1 + B) cos(wta + B)).

El primer factor es, si recordamos la propiedad de la varianza Var(A) = E(A4?) — E(A)?,

E(A2) = Var(A) + BE(4)? = K2 + K? = 2K2.

Para el segundo factor, transformamos el producto de coseno mediante la férmula trigo-
nométrica:

cosacosff = %(cos(oa + B) + cos(a — B))

X(t) = ®(t, A, B)

Advertid que ahora nuestro
proceso estocastico X (t)
contiene la variable
independiente t y depende
también de las variables
aleatorias A y B. De esta
manera podemos escribir:
X(t) = ®(t, A, B).

Oscilaciones aleatorias

En el ejemplo 4.2 del médulo
“Introduccién a los procesos
estocasticos” vimos una
funcién sinusoidal en la que
la amplitud y la fase eran dos
variables aleatorias
exponencial y uniforme,
respectivamente.

Variable exponencial

Una variable exponencial
X ~ Exp(\) té

E(X) = A7, y entonces el
pardmetro A = E(X)~ 1,y
Var(A) = A2 = E(X)2.




CC-BY-NC-ND e PID_00253301 20

Caracterizacién estadistica y pardmetros de los procesos...

y obtenemos:
1
E(cos(wt1 + B) cos(wte + B)) = E (5[cos(w(t1 +t2) + 2B) + cos(w(t1 — tg))]> =

27
%/0 (cos(w(t1 + t2) + 2b) + cos(w(ts — tg)))%db - %Cos(w(tl — ).

Asi, llegamos al resultado:

R(tl,tg) =K? cosw(tl — tg).
Advertid que, en este caso, C(t1,t2) = R(t1,t2), ya que m(t) = 0. La potencia vale
Pot(t) = K2.
Vemos que la autocorrelacién, en este ejemplo, solo depende de la distancia entre los
instantes t1 y t2. Ademds, cuando t2 = t; es maxima. Esto es un comportamiento tipico,
ya que cuando t2 = t1 las variables X (¢1) y X (¢2) son la misma y, por tanto, tenemos la
maxima correlacién.
Ejemplo 3.4

Sea B una variable aleatoria exponencial de esperanza 1. Definimos un proceso estocastico
de la manera siguiente:

;Cémo son sus realizaciones? En la figura 4 mostramos una de ellas.

Figura 4. Realizacién de X (t). (B = 1,5)

4,0

3,5

Calculemos la funcién de valor medio del proceso X (t). Se trata de m(t) = E(X(t)).
Como X (t) depende de una variable B, utilizaremos el teorema de la esperanza. X (t) es
una funcién de B. Advertid que la funcién de densidad de B es fg(b) = e b b>0.En

Figura 4

En la figura se muestra una
realizacion posible del
proceso estocastico del
ejemplo 3.4. X(t) toma el
valor de t hasta llegar a un
valor B. B es una variable
aleatoria exponencial de valor
medio igual a 1.
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la definicién de X (t) vemos que X (¢t) = B si 0 < B < ¢ mientras que X (t) =t si B > ¢.
Asi separaremos la integracién sobre b segtin estos dos casos:

m(t):/_o:o X(t)fB(b)db:/Otbe*bdb—i-/toote’bdb

=(—(t+De t+1) +(te ) =1—e"t.

La funcién m(t) se muestra en la figura 5. Aunque las realizaciones muestran un punto
en el que la funcién no es derivable, el valor medio no muestra ninguna irregularidad.

Figura 5. Valor medio de X (t) Figura 5

2,0 La grafica muestra el valor
18 - medio del proceso X (¢).

1,6
1,4
1,2 1

m(t)

1,0 A
0,8 -
0,6
0,4 -
0,2 1

0,0 T T T T T T T T T T T T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

En este punto podemos ir un paso mas alld y preguntarnos si, de la misma
manera que hemos relacionado los valores de un proceso estocéastico definidos
en diferentes instantes temporales, podemos relacionar procesos estocasticos

diferentes entre si. Eso es lo que haremos en el apartado 4 de este médulo.
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4. Parametros cruzados. Procesos independientes

Un proceso estocastico X (¢) implica la existencia de una variable aleatoria di-
ferente para cada instante t. Los parametros que hemos definido anteriormente
miden propiedades de este conjunto de variables. Se puede dar el caso, también,
de tener que considerar més de un proceso estocastico. Si X (t) e Y (¢) son dos
procesos estocasticos, podemos estudiar su estadistica conjunta. Esto da lugar

a nuevos parametros. Veamoslos a continuacion.

Definicion 4.1. La funcién de correlacion cruzada de dos procesos

estocdsticos X (t) e Y (¢) es

Rxy (t1,t2) = B[X (t1)Y (t2)], (16)

donde t; y t2 son dos instantes de tiempo fijados.

Fijaos en que la definicién matemaética es la misma que la que habiamos hecho
en el apartado anterior, pero ahora evaluamos el proceso X en el instante de
tiempo t1 y el proceso Y en t5. Por tanto, podemos decir que la autocorrelacién

de X(t) seria la correlacién cruzada de X (¢) con él mismo.

Definicién 4.2. La funcién de covarianza de dos procesos estocdsti-
cos X (t) e Y(t) es

Cxy(t1,t2) = Rxy (t1,t2) — mx (t1)my (t2), (17)

donde t; y to son dos instantes de tiempos fijados.

Observad que la funcién de covarianza de las variables X (t1) e Y (t2), Cxy (t1, t2)

tiene la misma forma que la funcién de autocovarianza que hemos visto en la

definicién 2.3 de este médulo. Alli habiamos comparado el proceso X (t) en
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dos instantes de tiempo diferentes. Ahora lo que comparamos son dos procesos

estocdsticos, X (t) e Y (t), en dos instantes de tiempo diferentes.

Definicién 4.3. Dos procesos estocdsticos X (¢) e Y (¢) son indepen-
dientes si cualquier muestra de X(¢) es independiente de cualquier
muestra de Y (t).

En particular, las variables X (¢1), Y (¢2) son independientes para todo
t1,12.

Si X(t), Y (t) son procesos independientes, entonces Cxy (t1,t2) = 0, ya que
por independencia E[X (t1)Y (t2)] = E(X (t1)) E(Y (¢t2)), es decir, Rxy (t1,t2) =
mx(tl)my(tg).
Ejemplo 4.1
Modelicemos el nivel de ocupacién de una linea de comunicacién mediante un proceso
estocastico que denominamos Z(t). Sabemos que el nivel de ocupacién de la linea se
debe a un proceso estocéstico de entrada que denominamos X (¢) y a una sefial de ruido

que denominamos Y (t). Por tanto, podemos expresar el proceso Z(t) como suma de los
procesos X (t) e Y (t):

Z(t) = X(t) + Y (t). (18)

Supongamos que X (t) tiene valor medio mx (¢) y autocorrelacién Rx (t1,t2), e Y (t) tiene
valor medio my (t) y autocorrelacién Ry (t1,t2).

Utilizando las propiedades de la esperanza encontramos los pardmetros estadisticos si-
guientes:

Valor medio de Z(t):

mz(t):mx(t)+my(t). (19)

Autocorrelacién de Z(t):

Rz(t1,t2) = Rx(t1,t2) + Ry (t1,t2) + Rxy (t1,t2) + Rxy (t2, t1). (20)

Advertid que si X (¢) e Y(¢) son independientes:

Rz (t1,t2) = Rx (t1,t2) + Ry (t1,t2) + mx (t1)my (t2) + mx (t2)my (t1). (21)

Haciendo t1 = t2 = t encontramos la potencia de la suma de procesos independientes:

Potz(t) = Potx (t) + POty(t) + 2mx (t)my (t). (22)
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Resumen

En este médulo hemos estudiado cémo podemos caracterizar estadisticamente

los procesos estocésticos y sus pardametros.

Los procesos estocasticos se pueden tratar fijando unos ciertos momentos de
tiempo, es decir, muestreando el proceso y estudiando cémo se comporta la
variable aleatoria resultante para cada t fijado. El ntimero de muestras que
tomamos nos permite crear un vector de variables aleatorias de dimensién n,
(X(t1),...,X(tn)). Esto permite definir para los procesos estocdsticos una fun-
cién de distribuciéon que caracteriza el proceso. Recordad que ya habiamos es-
tudiado esta nocion para las variables aleatorias. Las funciones de distribucién
de un proceso estocdstico de orden n (de n muestras) nos dicen cudl es la pro-
babilidad de que cada una de las muestras X (¢;) sea igual o menor que un

cierto valor x;.

A partir de esto hay que diferenciar entre los procesos estocésticos de estado
continuo y de estado discreto. Para los procesos de estado continuo hemos defi-
nido las funciones de densidad de orden n. En el caso de los procesos estocasticos

de estado discreto hemos de trabajar con las funciones de probabilidad.

Asi pues, con algunos matices, podemos tratar un proceso estocéstico a tiempo
continuo, X (¢), mediante vectores n-dimensionales si tomamos n muestras del
proceso, (X(t1), X(t2),...,X(tn)). Esto nos permite caracterizar este tipo de

procesos estocasticos a partir de los parametros siguientes:

e Funcién de valor medio: m(t) = E(X(t))

e Funcién de autocorrelacion: R(ty,t2) = E[X (1) X (¢2)]

e Funcién de autocovarianza: C(t1,t2) = R(t1,ta) — m(t1)m(ts)
e Potencia: Pot(t) = E(X(t)?) = R(t,t)

Finalmente, también podemos comparar diferentes procesos estocésticos entre
si estudiando su estadistica conjunta. En particular, si X(¢) e Y (t) son dos
procesos estocasticos, y t1 y to son dos instantes de tiempo fijados, podemos
definir:

e Funcidén de correlacién cruzada: Rxy (t1,t2) = E(X (¢1)Y (£2))

e Funcién de covarianza: ny(tl, tg) = ny(tl, tg) —mx (tl)my(tg)

Esto nos permite definir la nocién de procesos estocasticos independientes.
Formalmente, X (¢) e Y (¢) son independientes si cualquier muestra de X (¢) es
independiente de cualquier muestra de Y (¢). En particular, las variables X (¢1),

Y (t2) son independientes para todo 1, ts.
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Actividades

1. Leed con atencién el ejemplo 1.1. Ahora, con la misma variable A considerad el proceso
X (t) = At. Calculad su funcién de densidad de primer orden y demostrad que, con t fijado,
X (t) es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [0, t].

2. Leed con atencion el ejemplo 3.1 de este médulo. Para el proceso del ejercicio anterior:

a) Calculad su valor medio. Hacedlo de dos maneras, tal como se hace en el ejemplo 3.1.

b) Calculad su funcién de autocorrelacién, la funcién de autocovarianza y la potencia. Ha-
cedlo aplicando el teorema de la esperanza, tal como se hace en el ejemplo 3.1.

c) ;Cuadl es la esperanza de las variables aleatorias siguientes: X (1), X(3) — X (2), X(1)X(2),
X(3)%?

3. Demostrad que si C(t1,t2) es la funcién de autocovarianza de un proceso, entonces la
varianza de la variable X () con ¢ fijado estd determinada por C(t,t).

Para el proceso X (¢) del primer ejercicio:

a) ;Cudnto valen las varianzas de las variables X (2) y X (3)?
b) ;Cudnto vale la covarianza de la variable bidimensional (X (2), X(3))?

c) Para la variable bidimensional (X (2), X (3)), jcudl es el coeficiente de correlacién p? ;A qué
se debe el resultado?

4. B es una variable aleatoria de esperanza 0 y varianza 1. Obtenemos tres valores indepen-
dientes de esta variable, By, B2, B3, y consideramos el proceso:

Y (t) = B1 + B2 cost + B3z sint.

Calculad el valor medio m(t) y la autocorrelacién R(t1,t2) de este proceso.
5. Repetid el ejemplo 3.4 para el caso en el que B es una variable uniforme en [0, 2].

6. Repetid el ejemplo 3.4 para el caso:

donde A es una variable uniforme en [0, 1].
Comparad la forma de las realizaciones con la forma del valor medio.

7. Considerad dos variables aleatorias A y B tales que A es uniforme en el intervalo [—1, 1],
B es uniforme en el intervalo [0,2], y son independientes. Considerad también el proceso
estocéstico:

X(t) = At + B.

a) Calculad las esperanzas siguientes: E(A), E(B), E(A2%), E(B?), E(AB).
b) Calculad la funcién de valor medio del proceso X (t).

c) Calculad la funcién de autocorrelacién, la funcién de autocovarianza y la potencia del
proceso X (t).

d) Si fijamos los instantes ¢t = 1 y ¢ = 2 se obtiene una variable aleatoria bidimensional
(X (1), X(2)). Utilizando las funciones calculadas en los dos apartados anteriores, calculad: la
esperanza y la varianza de estas dos variables, su covarianza, Cov(X (1), X (2)), y su coeficiente
de correlacién p.
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8. Dada A, variable aleatoria exponencial de esperanza 1, se define el proceso:

a) Calculad la funcién de valor medio, m(t), utilizando el teorema de la esperanza.

b) Calculad la funcién de probabilidad de primer orden P(z; t). (Es decir, fijado t, jqué
valores puede adquirir X (t) y cuéles son sus probabilidades?)

c) Volved a calcular la funcién de valor medio del proceso, ahora a partir de la funcién
anterior P(z; t).
Indicacién: para los dos tltimos apartados tened presente el ejemplo 1.3.

9. Considerad dos variables aleatorias U y V, independientes, con funciones de densidad:

Fou) = 1u, 0<u<2, Fo (o) = T8, —1<w<,
0, en otros casos, 0, en otros casos.

Considerad también el proceso estocastico:

X(t) =U+ Vsint.

a) Calculad las esperanzas siguientes: E(U), E(V), E(U?),E(V?),E(UV).

b) Calculad la funcién de valor medio, la funcién de autocorrelacién y la funcién de autoco-
varianza del proceso X (t).
c) ;En qué instantes es méxima la potencia del proceso X (¢)?

s us

d) Si fijamos los instantes t = § ¥y 1 = 3 se obtiene una variable aleatoria bidimensional

(X(%),X(%5)). Utilizando las funciones calculadas en los dos apartados anteriores, calcu-
lad: la esperanza y la varianza de estas dos variables, la covarianza Cov(X(§), X (5)) v el
coeficiente de correlacién p.

10. Calculad la funcién de valor medio, m(t), de los procesos siguientes (utilizando el teorema
de la esperanza).

a) X(t) =

donde B es una variable aleatoria uniforme en [0, 2].

— <t <
b) Y(©) = A—t, 0<t<A,

t— A, t> A,

donde A es una variable aleatoria exponencial de esperanza 1.

11. Considerad el proceso estocastico:

X (t) = Ae! + B,

donde A y B son dos variables aleatorias independientes, exponenciales de pardmetro A = 1.

a) ;Cuénto valen las esperanzas siguientes: E(A), E(B), E(A2),E(B2),E(AB)?
b) Calculad la funcién de valor medio, la funcién de autocorrelacién y la funcién de autoco-
varianza del proceso X ().

c) (En qué instante la potencia del proceso X (t) vale 26?7

d) Si fijamos los instantes t = 0 y ¢t = In2, se obtiene una variable aleatoria bidimensional
(X(0), X(In 2)). Utilizando las funciones calculadas en los apartados anteriores, calculad: la
esperanza y la varianza de estas dos variables, la covarianza Cov(X (0), X (In2)) y el coeficiente
de correlacién p.
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1
iz V20

0, v < 0.

12. Considerad una variable aleatoria V' con funcién de densidad: fy (v) =

Calculad la funcién de valor medio, m(t), de los procesos siguientes (utilizando el teorema
de la esperanza).

2+t 0<t<V,
ayym=4 - ThH 0st=h

0, t>V.

b) Z(t) =
Vil t>V

13. Considerad el proceso estocdstico:

X(t) = (t— A)(t - 24),

donde A es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [0, 6].

a) Calculad la funcién de valor medio del proceso X (¢). (Indicacién: calculad primero las
esperanzas de A y de A2.)

b) Si fijamos el instante t=0 se obtiene una variable aleatoria X (0). ;Cudnto vale su varian-
za?

c) Sea M el valor minimo que adquiere X (¢). Calculad la probabilidad de que M sea mayor
que —1.

14. Considerad el proceso estocastico:

X(t) = Ae” Bt

donde A y B son dos variables aleatorias independientes, exponenciales de pardmetro A = 1.

a) Calculad la funcién de valor medio, la funcién de autocorrelacién y la funcién de autoco-
varianza del proceso X (t).

b) Si fijamos los instantes ¢t =0 y ¢t = 1 se obtiene una variable aleatoria bidimensional
(X(0),X(1)). Utilizando las funciones calculadas en los apartados anteriores, calculad: la
esperanza y la varianza de estas dos variables, la covarianza Cov(X (0), X(1)) y el coeficiente
de correlacion p.

15. Considerad una variable aleatoria V' uniforme en el intervalo [0, 1]. Calculad la funcién
de valor medio, m(t), del proceso siguiente (utilizando el teorema de la esperanza):

2 -Vt i0<t<V,
X(t) = ’ BE=t=h

22— (V+Dt+V, siV<t<l.

16. Si X(t) es un proceso estocdstico que representa cierta senal, podemos considerar la
presencia de ruido representdndolo con un proceso N(t) y considerando que medimos el
proceso Z(t) = X (t)+ N(t). En lo que sigue supongamos que X (¢) y N(t) son independientes
y que N (t) tiene valor medio cero (my(t) = 0).

a) Demostrad que la funcién de autocorrelacién de Z(t) es la suma de las autocorrelaciones
de X (t) y de N(t):

Rz(t1,t2) = Rx(t1,t2) + Ry (t1,t2).

b) Si X(t) tiene potencia constante igual a 2, y N(¢) = sin(¢t — B) donde B es una variable
aleatoria uniforme en el intervalo [0, 7], jcudl es la potencia de Z(t)?
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17. Al activar un circuito aparece una corriente X (¢) para t > 0 que podemos representar
como un proceso estocdstico:

X (t) = (14 Acos(10mt))e™?,

donde A es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [—3, 3].

a) Calculad la funcién de valor medio del proceso X (t).

b) Considerad la variable aleatoria dada por la corriente en el instante ¢ = %: X (l). ;Qué

2
vale su varianza?
¢) Un componente del circuito envia una senal si la corriente X (t) se hace negativa en algiin

instante. ;Cudl es la probabilidad de que esto llegue a suceder?

18. Considerad el proceso estocastico:

X(t)=A+ —,

donde A y B son dos variables aleatorias independientes, gaussianas de pardametros m4 = 1,
ocpa=1mp=0,0op =1.

a) Calculad la funcién de valor medio, la funcién de autocorrelacién y la funcién de autoco-
varianza del proceso X (t).

b) Si fijamos los instantes ¢t = 0 y ¢ = 1 se obtiene una variable aleatoria bidimensional
(X(0),X(1)). Utilizando las funciones calculadas en los apartados anteriores, calculad: la
esperanza y la varianza de estas dos variables, la covarianza Cov(X (0), X (1)), y el coeficiente
de correlacién p.

19. Considerad una variable aleatoria Z uniforme en el intervalo [1,2]. Calculad la funcién
de valor medio, m(t), del proceso siguiente (utilizando el teorema de la esperanza):

1, 0<t<Z,
X(t) =
Z+1
, t>Z
t+1

(Indicacién: ved gréficamente cémo son las realizaciones del proceso. Observad que para
0 <t < 1 siempre es X(t) = 1, con lo que m(t) = 1 para 0 < ¢t < 1. También tenemos que
parat > 2es X(t) = %, con lo que podéis demostrar que m(t) = ﬁ para t > 2. Haced
finalmente el andlisis para 1 < t < 2, que requiere tener en cuenta los dos comportamientos
de la definicién de X (t). Podéis utilizar software matemético para calcular las integrales.)

20. La senal que transmite mensajes en un canal de comunicacién es un proceso X (t) con valor
medio mx (t) = 10 y potencia Potx (t) = 150. En la salida medimos Y (¢t) = X (t) + Q(¢),
donde Q(t) es el ruido introducido por el canal, independiente de X (¢), con valor medio
mq(t) = 2 y potencia Potg(t) = 6.

a) Calculad la potencia de Y'(t).

b) Encontrad el valor de la constante a tal que el proceso Z(t) = aY (¢) tenga el mismo valor

medio que X (t). {Qué vale, en este caso, la potencia de Z(t)?

21. La demanda que tiene un centro de suministro de energia a lo largo de un dia estd
determinada por el proceso estocastico:

X(t) = 100 4 Bt(24 — t),

donde 0 <t < 24 es el tiempo en horas y B es una variable aleatoria uniforme en el intervalo
(1,3].
a) Calculad la funcién de valor medio del proceso X (t).

b) Considerad la variable aleatoria dada por la demanda en el instante t=3, X(3). ;Cuédnto
vale su varianza?
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c) En el centro se debe activar un procedimiento especial si en algiin momento X (¢) > 500.
;Cual es la probabilidad de que esto llegue a pasar en un dia?

22. El campo eléctrico creado en un punto por una linea de alta tensién estd determinado
por el proceso estocastico:

X(t) =Usint + Vsin 2t,
donde U y V son dos variables aleatorias independientes, de esperanza 0 y desviacién 1.

a) Calculad la funcién de valor medio, la funcién de autocorrelacién y la funcién de autoco-
varianza del proceso X (t).

b) Si fijamos los instantes t = T y ¢ = 5 se obtiene una variable aleatoria bidimensional
(X(%),X(%)). Utilizando las funciones calculadas en el apartado anterior, calculad: la espe-
ranza y la varianza de estas dos variables, su covarianza Cov(X (%), X(5)), y su coeficiente

de correlacién p.

23. La activacién de un circuito produce una corriente descrita por el proceso:

1
=, 0<t<z,
X(t) = Z
0, t>Z
donde Z es una variable aleatoria con funcién de densidad fz(z) = %e‘z para z > 0 (y

fz(z) =0 en caso contrario). Calculad la funcién de valor medio, m(t), del proceso X (t).

24. La potencia de un proceso estd determinada por Pot(t) = R(t,t) o, sin haber calculado la
funcién de autocorrelacién, se puede calcular directamente por medio de Pot(t) = E(X (t)?).

Calculad la potencia de los procesos de los dos problemas anteriores aplicando el método que
os parezca mas apropiado.

25. La ocupacién de ancho de banda en una red en funcién del tiempo estd determinada por
el proceso estocéastico:

1
X(t) = Ae"t 4+ =
(t) et

donde t > 0 es el tiempo en horas y A es una variable aleatoria con funcién de densidad:
a
fa(a) = 5 si0<a<2,y fa(a) =0 en caso contrario.

a) Calculad la funcién de valor medio del proceso X (t).

b) Considerad la variable aleatoria dada por el decrecimiento de X (¢) entre los instantes t =0
yt=1,V =X(0) — X(1). ;Cuédnto vale su varianza?

c) Calculad la probabilidad de que en el instante ¢ = 2 la ocupacién de ancho de banda sea
superior a 2.

26. La carga acumulada por una placa solar estd determinada por el proceso estocéstico:

X(t) = Rt + S cost,

donde R es una variable uniforme en [1,3], S es una variable uniforme en [—1,1], y Ry S
son independientes.

a) Calculad la funcién de valor medio, la funcién de autocorrelacién y la funcién de autoco-
varianza del proceso X (t).

b) Si fijamos los instantes ¢t =0 y ¢ = 1 se obtiene una variable aleatoria bidimensional
(X(0),X(1)). Utilizando las funciones calculadas en el apartado anterior, calculad: la espe-
ranza y la varianza de estas dos variables, su covarianza Cov(X(0), X(1)), y su coeficiente
de correlacion p.

c) el término S coswt es una correccién debida a factores internos de la placa. Calculad la
potencia del proceso, primero sin esta correccién y después teniéndola en cuenta.

; Qué significado tiene la diferencia entre los dos valores obtenidos?
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27. La carga y descarga de un componente electrénico estd descrita por el proceso:

Be~(t=B) t> B.

donde B es una variable aleatoria exponencial de valor medio 1.

a) Calculad la funcién de valor medio, m(t), del proceso X (t).

b) Dibujad un par de realizaciones de X (¢) y la funcién m(t). ;Qué similitudes y diferencias
encontrais entre m(t) y las realizaciones?

c) Calculad el valor méximo de m(t). Comparadlo con el valor medio del méximo de las
realizaciones (calculad el valor maximo de X (¢) y haced la esperanza del resultado). ;Valen
lo mismo? ;Por qué?

28. Un tipo de particula produce radiacién de intensidad descrita por el proceso estocéastico:

X(t) = Jcost+ (1 — J)sint,

donde t es el tiempo y J es una variable aleatoria de Bernoulli con pardmetro p = %

a) Calculad la funcién de valor medio m(t) y la funcién de autocorrelacién R(t1,t2) del
proceso X (t).

b) En el estado coherente tenemos dos particulas produciendo radiacién de manera indepen-
diente. Calculad la potencia total radiada.

c) En un estado supercoherente, las particulas anteriores dejan de ser independientes y tienen
todas el mismo valor de la variable J. ;Cudl es ahora la potencia total radiada?

d) La energfa radiada en un periodo es U = 027r Pot(t)dt. Comparadla en los dos casos
anteriores.

e) Generalizad a N particulas los tres apartados anteriores. Demostrad que:

Usupercoherente o 2
Ucoherente 1+ Nt

(Indicacién: observad que las variables de Bernoulli verifican J2 = J.)
29.

a) Demostrad que si un proceso tiene la forma X (t) = e~“* donde A es una variable aleatoria,
se puede expresar R(t1,t2) a partir de m(t). Es decir, habiendo calculado m(t) ya podemos
determinar R(t1,t2) sin cdlculos adicionales.

b) Una variable aleatoria de Simpson es la que toma valores en el intervalo [0, 2] con funcién
de densidad:

2
=)
IN
)

2o
|
£
—
IA
Q
IN A
N

Calculad las funciones de valor medio, de autocorrelacién y de autocovarianza del proceso
X(t) = e~ AL,

c) Qué valores puede adquirir la variable X (1)? Es X (¢) un proceso de estado discreto o
continuo.

d) Utilizando los pardmetros del apartado b, calculad la esperanza y la varianza de la variable
X(1).

e) La variable de Simpson se obtiene haciendo A = Uy + Uz donde Uy y Uz son variables
uniformes en [0, 1], independientes. Utilizad este hecho para deducir de manera m4s simple
m(t).

(Indicacién: utilizad el resultado del apartado a en el b.)
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30. El nivel de carga en un acumulador de energia, para t > 0, se describe con el proceso:

X(t) = A% — B%t +t2,

donde A y B son variables uniformes en [1, 2], independientes.

a) Calculad la funcién de valor medio del proceso X (t).

b) ;Cudl es la probabilidad de que la diferencia entre la carga inicial y la carga minima sea
superior a 37

c) Calculad el coeficiente de correlacién p entre la carga inicial, X (0), y la carga en ¢ = 1,
X(1).

(Indicacién: en el apartado ¢ haced el célculo expresando las variables en funcién de Ay B.)

31. El uso de ancho de banda de cierta conexién corresponde al proceso:

donde V es una variable aleatoria con densidad fy (v) =ve™ %, v > 0.

a) Calculad la funcién de valor medio, m(t), del proceso X (t).

b) Dibujad un par de realizaciones de X (t) y la funcién m(t). {Qué similitudes y diferencias
encontrais entre m(t) y las realizaciones?

c) Calculad, en funcién de ¢, P(X(t) = 1).

d) {Qué valores puede adquirir X (1)? A partir de esto y del apartado anterior, ;qué podemos
decir sobre si el proceso es de estado continuo o discreto?
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Solucionario

1. Tenfamos que A es uniforme en el intervalo [0, 1]. Recordemos que su funcién de distribu-
cién vale Fy(a) =a,0<a < 1.

Fijado t > 0, dado que A varfa entre 0 y 1, X(¢) = At varfa entre 0 y ¢. Ahora podemos
calcular:

Fz; t) = P(X(t) < z) = P(At < z) = P (A < f) = Fy (f) =2

La funcién de densidad de primer orden se obtiene derivando la funcién anterior:

d 1
flz; t)= —F(z; t) = —, 0<z<t.
dz t

Dado que esta densidad no depende de z, tenemos que con t fijado la densidad de X (¢) es
constante. Por tanto, X (¢) es una variable uniforme en el intervalo [0, ¢].

2. a) A partir de la densidad de primer orden:

A partir del teorema de la esperanza:
1
m(t) = E(At) =tE(A) = ti.

Observad que en el cdlculo anterior ¢ es una constante y, por tanto, sale multiplicando la espe-

ranza. Igualmente no ha sido necesario calcular la integral, ya que sabemos que la esperanza

de una uniforme vale el punto medio del intervalo. Entonces, E(A) = % = %

b) Autocorrelacién:

Autocovarianza: C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(t2) = % —f .t _ fity

2
Potencia: Pot(t) = R(t,t) = %

) E(X(1)) =m(1) = 3, E(X(3) - X(2)) = B(X(3)) —E(X(2)) =m(3) —m(2) = 3§ —1= 3,
E(X(1)X(2)) = R(1,2) = 2, E(X(3)?) = R(3,3) = 3.

Z.(Va;oc(t)) — E(X()2)—=E(X(£)? = B(X ()X (1)) ~E(X (1)) B(X (1)) = R(t, )—m()m(?)
t,t).

a) Utilizando C(t1,t2) = 4L2: Var(X(2)) = C(2,2) = £, Var(X(3)) = C(3,3) = 3.
b) Cov(X(2), X(3)) = C(2,3) = %

_ Cov(X(2),X(3))

7X(2) 9X(3)

N|=

c)p

.Dado que 0x = y/Var(X): p= ———= = 1.

1 /3
3V 14

Resulta que la correlacién es maxima. Esto se debe al hecho de que X (2) =24 y X (3) = 3A.
Entonces, una variable determina exactamente a la otra, de manera lineal, ya que X (3) =
3

2X(2).

2
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4. Segtn el enunciado: E(B1) = E(B2) = E(B3) = 0. E(B?) = Var(B1) + E(B1)? = 1. Igual-
mente, E(B3) = E(B2) = 1. Dado que son independientes, E(B1Bz) = E(B1) E(B2) = 0.
Igualmente, E(B2B3) = E(B1B3) = 0.

m(t) = E[Y (¢)] = E(B1 + Bacost+ Bssint) = E(B1) + E(B2) cost + E(B3) sint = 0.
R(t1,t2) = E[Y(t1)Y (t2)] = E[(B1 + B2 costi + Bssint1)(B1 + Bz costa + Bz sinta)]
= E(B?) + E(B1B3) costa + E(B1 B3) sinta + E(BaB1) costy + E(B32) costy cos ta
+ E(B2Bs) costy sinte + E(B3Bi)sint; + E(BsB2) sinty costa + E(Bg) sint1 sinto

=1+ costycosta +sinty sinta = 1+ cos(ta — t1).

Por tanto, m(t) =0y R(t1,t2) = 1+ cos(ta — t1).

5.

t <t<B
X(t) = , 0<t<

B, t>B

donde B es una variable uniforme en [0, 2].

Las realizaciones tienen la misma forma que en el ejemplo (figura 4). Lo que varfa es la
frecuencia de aparicién de los diferentes valores de B. De hecho, antes se podia dar cualquier
B positivo, mientras que ahora esta limitado entre 0 y 2.

Funcién de valor medio del proceso X (t)

Debemos calcular m(t) = E(X (¢t)). Dado que X (t) depende de una variable B, utilizaremos
el teorema de la esperanza. La funcién de densidad de B es fp(b) = %,0 <b<2 Enla
definicién de X (t) vemos que X (t) = B si 0 < B < t, mientras que X (t) =t si B > t. As{
separaremos la integracién sobre b segin estos dos casos:

m(t):/jo X(t)fB(b)db:/Otb%der/tzt%db

b2 |t

4

bt

22 (22—t 12
=—+ =t——
0 2

t——.
., 4 2 4

Pero el segundo caso no se puede dar cuando t > 2. Para estos valores de ¢:

2 1 b2 |2
m(t):/ plan= | =1
0o 2 4o
Asi,
2
t— =, 0<t<?2
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La funcién m(t) se muestra en la figura 6.

Figura 6. Valor medio de X (t)

1,5

1,0 1

m(t)

0,5
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6. Las realizaciones tienen forma de tridngulo, tal como se ve en la figura 7.

Figura 7. Realizacién de X (t). (A = 0,3)

1,5

1,0 1

m(t)

0,5

OIO T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0

Para calcular la funcién de valor medio del proceso X (t) utilizaremos el teorema de la espe-
ranza. La funcién de densidad de A es fa(a) = 1,0 < a < 1. En la definicién de X () vemos
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que X (t) = ﬁ si 0 < A < t, mientras que X (t) = % sit < A < 1. Asi separaremos la

integracién sobre a segin estos dos casos:

m(t):/_o;X(t)fA(a)da:/otll:ida—&-/tl éda

=—(1-t)In(1—a)l5+thna|} = —(1 —t)In(l —t) — tint.

La funcién m(t) se muestra en la figura 8. Observad que mientras que las realizaciones tienen
un punto donde no son derivables (un “pincho”), la funcién de valor medio es “suave”. Muchas
veces las irregularidades de las realizaciones se suavizan al hacer la media.

Figura 8. Valor medio de X (t)

1,0
09 1
08 1
071
0,6

S
~—~

£0,5 -
0,41

0,3 -

0,2 -

0,1

OIO T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0

t

7.a) E(A) =

1+T(_1):0.E(B):7 1.

1
Densidades: fa(a) = > —1<a<1 fpb)==,0<b< 2

11 37t 1 2 1 ¥t 4
E(A?) :/ a’=da = [i} = . E(B? :/ b2=db = {7} =2,
12 6], 3 0 2 61, 3

Como son independientes, E(AB) = E(A)E(B) =0-1=0.
b) m(t) = E(X(t)) =E(At+ B) =E(A)t+E(B)=0-t+1=1.
c) R(t1,t2) = E[X(t1) X (t2)] = E[(At1 + B)(Ats + B)] = E(A%t1t2 + AB(t1 + t2) + B?)

1 4 tita +4
= E(A%)t1ts + E(AB)(t1 +t2) + E(B?) = Sht2 +0- (i +t2) + 5 = %

. tita +1
= 3 .

1-1

tita +4
C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(t2) = % —

Pot(t) = B(X(1)2) = R(t,6) = - ; 1

d) Dado que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)%2 = C(t,t)
y Cov(X(t1), X (t2)) = C(t1,t2):



CC-BY-NC-ND e PID_00253301 36 Caracterizacién estadistica y pardmetros de los procesos...

E(X(1)) =m(1) = 1,B(X(2)) = m(2) = 1, Var(X(1)) = C(1,1) = ;

Var(X(2)) = C(2,2) = g,Cov(X(l),X(2)) =C(1,2) =1,
,_ Cov(X(1), X(2) 1

3
- — 2 —0,9487.
2 /5 V10
XWX (2) \/g \/;

8.

8) m(®) = EX(0) = [ X()fa(@)da.

La variable exponencial A tiene pardmetro A = ﬁ = 1 y entonces la densidad vale f4(a) =

e % a>0.

También tenemos que X (¢t) =0si A<ty X(t) =tsi A>t. Entonces:

t oo o e—a [eS]
m(t) :/ O-e_ada+/ t~e_ada:t/ e %da=t |: :| =te "t
0 t t -1

b) X (t) solo puede tomar dos valores: 0 y ¢. Su funcién de probabilidad de primer orden vale:

t
P(z = 0; t):P(X(t):O):P(A<t):/ etda—=1—e".
0

Pla=tt)= P(X(t) = t) = P(A > t) = /oo eoda—=e .
t

(Observad que las dos probabilidades estdn entre 0 y 1 y su suma vale 1.)

c) m(t):Zka(xk; )=0-Plz=0;t)+t-Plx=t1t)=0-(1—et)+t-e t =tet.
k

9. a) E(U) = /02u~ Lab = {“—S]Z = g. E(U?) = /0213 : gdb = {%}Z = 2. B(V) =

1 7 7 9
= 0. E(V?) =/ 02 LoSdp =
2 18

1

—1

O

Como son independientes, E(UV) = E(U)E(V) = 0.
b) m(t) = B(X(t)) = E(U + Vsint) = E(U) + E(V)sint = % + 0-sint = 4.

R(t1,t2) = E(X(t1)X (t2)) = E((U 4+ Vsint1)(U + Vsinta)) = E(U2 + UV (sinty +sinta) +
V2sinty sinte) = E(U?) + BE(UV)(sint; + sinta) + B(V?)sinty sinty = 2 + g sintusints.

7 4 4 1
C(tl,tg) = R(tl,tg) — m(tl)m(tg) =2+ § sinty sinto — 5 . g = 5(2 + 7sinty Sintg).
2 7 2
c) Pot(t) = E(X(¥)°) = R(t,t) =2+ 0 sin” t.
Es méxima cuando sint = +1, es decir, cuando t = M con k entero.

d) Considerando que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) —E(X(t))? = R(t,t) —m(t)? =
C(t,t) y Cov(X(t1)X(t2)) = C(t1,t2):

 (2(3) =0 (55 = v (x(5) =0 (5:5) =

cov (x (5) % (3)) = (5:3) = 15

_Cov(X(§).X(3) _ 1 _ -
XHIXG [V VIS

p
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10. a) m(t) = B(X(t)) = /_oo X (t)f5(b) db.

La variable uniforme B tiene densidad fg(b) =1/2,0 < b < 2.
También tenemos que X(t) =0si B>ty X(t) =2 —tsi B <t. Entonces:

Para0 <t < 2:

m(t):/Ot(z—t).%db+/t20édb:(2—t)/0t%db:(2—t) B];:t_g

Para t > 2, cualquier valor de B da X (t) = 2 — ¢. Entonces:

m(t) =2—t.

b) m(t) = BV () = [ Y(0fa(a)da

La variable exponencial A tiene pardmetro A = BA) = 1 y entonces la densidad vale f4(a) =
% a>0.

También tenemos que Y(t) =t — Asi A<ty Y(t) =A—tsi A>t Entonces:

t oo
m(t) = / (tfa)-e_adaJr/ (a—t)-e=%da = (a—t+1)e[5—(a—t+1)e*[3° = 26t +1—1.
0 t

11. a) E(A) = E(B) = ; = 1. E(A2) = Var(4) + E(4)? = {5 + 1 = 2. E(B?) = 2. Como
son independientes, E(AB) = E(A) E(B) = 1.

b) m(t) = B(X(t)) = E(Ae! + B) = E(A)e! + E(B) = et + 1.

R(t1,t2) = E[X (t1)X (t2)] = E[(Aet1 4 B)(Ae!t + B)] = E(A%2e!1 112 4 AB(ef1 4-et2) 4 B?) =
E(A2)etitt2 L E(AB)(eft + ef2) + E(B?) = 2ef1tt2 4 et etz 42,

C(t1,t2) = R(t1,t2) —m(t1)m(ta) = 2et1Ht2 4 et fef2 42— (ef1 +1)(e?2 + 1) = efrtt2 4+ 1.
c) Pot(t) = BE(X(t)?) = R(t,t) = 22! + 2¢t + 2.

Pot(t) = 26 = 22! + 2ef +2 =26 = 2! + et — 12 =0.

Denominando z = e! nos queda la ecuacién de segundo grado z2 + z — 12 = 0, que tiene
las soluciones z = 3 y z = —4. Dado que e debe ser positivo, tenemos finalmente que
t=1n3 = 1,098.

d) Dado que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)2) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)2 = C(t,t)
y COV(X(tl),X(tz)) = C(tl,tg):

E(X(0)) =m(0) =2,E(X(In2)) = m(In2) = 3.
Var(X(0)) = C(0,0) =2,Var(X(In2)) = C(In2,ln2) = 5.

Cov(X(0),X(In2)) _ _ 3

_ 3 _
9X(0)7X (In 2) NN = 0,9486.

Cov(X(0),X(In2)) = C(0,In2) =3,p =

&l

12. my (t) = E(Y(t)) /oo ) fv (v)d

Ahora tenemos que Y(t) =t +tsi V >te Y(t) =0si V < t. Entonces:

t
_ , v 2 2 -
my(t)f/OO (+1d+/(t+t (+1) = +t)/

1 7% 2+t
(2—t){— } _EAt
v+1], t+1
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De la misma manera, Z(t) =0si V >ty Z(t) =V +1si V < t. Entonces:

t

mZ(t):/O (v+1)~ﬁdv+/tm0-ﬁdv:/o Uildvzln(t—kl).

13. a) B(A) = %45 =3, E(4?) = [?a?lda =12.
m(t) = E[X(t)] = E(t? — 34t + 242) = t? — 3tE(A) + 2E(A?) = t* — 9t + 24.

b) E[X(0)] = m(0) = 24. Como X(0) = 242, E(X(0)?) = 4E(A*) = 4 [ a*1da = 518,
Entonces,

2,304

Var[X (0)] = E[X(0)?] — E[X(0)]? = 460,8.

ax(t) _
dat

c) Calculamos primero M en funcién de A: 2t — 3A, y entonces el minimo se da en

tm = 3. Asi, M = X(tm) = —42.

A? 1
PM>-1)=P 77>71 =P(0<A<2)=§.

14. a) Observamos que E(A

) =5 =1, E(4?) = Var(A)+E(A)? = 35 +1? = 2. La densidad
de B vale fp(b) = e~? para b >

m(t) = B(X(£)) = E(Ae~Bt) = B(A)B(e~Bt) = 1. /Ooo ebtebah = 1#“

R(t1,t2) = B[X(t1)X (t2)] = E(Ae~ P11 Ae=Bt2) = E(A2e~ B(ti+t2))

2

=E(A2)E(e~Bltitta)y = 2
14+t +t2

C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(ts) = 1+tf+t2 -5 +t1)1(1 et

b) Dado que E(X(£)) = m(#), Var(X(£)) = B(X(£)2) — E(X(£))2 = R(t,£) — m(8)? = C(t, )
y COV[X(tl),X(tQ)] = C(tl,tg):

E(X(0)) = m(0) = 1, B(X(1) =m(1) = .
Var(X(0)) = C(0,0) = 1, Var(X(1)) = C(1,1) = 15’2
Cov(X(0), X(1)) = C(0,1) = %

_ Cov(X(0), X(1)) .

z 3
. N
IX(0)9X(1) V1 /% 5
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15. m(t) = /OO ) fv(v)d

Ahora tenemos que X(t) =2 —VtsiV >ty X(t) =t> — (V+ 1)t +V si V < t. Entonces:

m(t):/Ot(th(erl)t%»v)-1dv+/j(t27vt)-1dv

{ﬁ (U2 + )t+v2]z + [tz v2t)}l 2t
=|tv——+v — v— — = .
2 2 1o 2], 2

16. a) Veamos cudl es la funcién de autocorrelacidn.

Rz(t1,t2) = E(Z(t1)Z(t2)) = E((X(t1) + N(t1))(X(t2) + N(t2)))

= E(X(t1) X (t2) + X (t1)N(t2) + N(t1) X (t2) + N(t1)N(t2))
= BE(X(t1) X (t2)) + E(X (t1)N(t2)) + E(N(t1) X (t2)) + E(N (t1)N(t2))
= E(X(t1)X(t2)) + E(X (1)) E(N(t2)) + E(N(t1)) E(X (t2)) + E(N (t1)N(t2))

= Rx(t1,t2) + RN(tl,tz).
b) POtz(t) = Rz (t, t) = Rx(t,t) + RN(t,t) = Potx(t) + POtN(t). Potx(t)

Poty (t) = E(N(t)?) = /7r sin?(t — b)ldb = /7r Mldb 1
0 ™ 0

2 m 2’
1 5
Por tanto, Potz(t) =2+ = = —.
2 2
17.
a) Calculemos primero E(A) = # = 0. Entonces:
m(t) = B(X(t)) = E((1 + Acos(107t))e™ ") = et + e cos(10nt) E(A) = e~ *.
b) E(X(%)) = m(%) = e~ 2. Veamos también que E(A?) = V(42) = w = 3. Como
X(3)=e 2(1-A), B(X(3)?) = e 'E(1—24+A2?) = e~1(1-2.043) = 4e—1 Entonces:

Var(X(0)) = E(X(0)2) — E(X(0))2 =4e™! —e7! =3¢~ = 0,367.

c) Para que X (¢) no se haga nunca negativo es necesario que |A| < 1. Asi, la probabilidad
que nos piden es:

P(-1<A<1)=-
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18. a) Observemos que E(A) =

1, E(A2) = Var(A) + E(A)2 = 1+ 12 = 2, E(B) = 0,
E(B?) = Var(B)+E(B)? = 1 y E(AB) = E(A) E(B) = 0. Con estos datos podemos calcular:

m(t) = BE(X(t)) = E (A + %) — B(4) 4+ 2B

R(t1,t2) = B[X (t1)X (£2)] :E<<A+ 1ft1> (A+ 1ft2)) -

1 1 E(B?) _
B(A4%) + E(AB) (1 Ta 1+t2) T Ty =2t (14t1)(1+t2)

C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(t2) =2+ !

1
- 11=1+4
(T+t1)(1+1t2)

(L+t)(1+t2)

b) Dado que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = E(X(t)?) — E(X(¢))? = R(t,t) — m(t)2 = C(t,t)
y Cov(X(t1), X(t2)) = C(t1,t2):
E(X(1)) =m(1) =1.

Var(X(0)) = C(0,0) =2, Var(X (1)) = C(1,1) = g

Cov(X(0), X(1)) = C(0,1) = >

2
,= CMXO,XW) _ 5 3 g
X (0)9X(1) V2 % V10 ’

19. m(t) = B(X (1)) = /_oo X(8)f2(2) dz.

Ahora tenemos que X (t) = £+

T siZ <ty X(t)=1si Z >t Entonces,si1<t<2:

t

t 1 2 2 2
m(t):/ 2t -1dz+/ 1~1dz:Z +2z
1 t+1 t 2(t+1)

o 1+4t—1¢2
1 2(t+1)

Sit>2:

> 5

2 1 242
m(t):/ Gl ldz= 2 t2el_ .
1 1 20t+1)

tr1 T 2+

Ved la figura 9.
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Figura 9. m(t)

- \

m(t)
= =
(o)} (o]

o
™

=
)

(=}

20. a) Tenemos E(X (t)) = 10, E(X (¢)?) = 150, E(Q(t)) = 2 y E(Q(t)?) = 6. Entonces:
Poty (t) = E(Y (t)*) = E[(X (t) + Q(1))*] = E[X (1) + 2X()Q(¢) + Q(1)*] =
E(X()2) + 2E(X () E(Q(t)) + E(Q(t)?) = 150 + 2- 10 - 2 + 6 = 196.

b) E(Z(t)) = aE(Y (t)) = a(E(X(t)) + E(Q(t))) = 12a y Potz(t) = E(Z(t)?) = 196a2. Debe
ser, por lo tanto, a = 2 y Potz(t) = 136,1.

21. a) Calculemos primero E(B) = % = 2. Entonces:

m(t) = E(X(t)) = E[100 + Bt(24 — t)] = 100 + E(B)t(24 — t) = 100 4 48t — 2¢2.
b) Es X (3) = 100 + 63B. Utilizando las propiedades de la varianza:

—1)2
Var(X(3)) = Var(100 4+ 63B) = 632Var(B) = 632% =1.323.

(Alternativamente, E(X(3)) = m(3) = 226. Observemos también que E(B?) fl b2 1db
13—3 y entonces E(X (3 ) ) = E(10.000 + 12.600B + 3.969B2) = 52.399. Entonces, Var(X( ) =
E(X(3)?) — B(X(3))? = 52.399 — 2262 = 1.323.)

c) Para que X (t) llegue a superar en algiin momento el valor 500, es necesario que el maximo
de la pardbola, X (12) = 100 + 144B, sea superior a 500. Asi, la probabilidad que nos piden
es:

25 3-2
P(100+144B>500):P(B> 7) = 9 _ -
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22. a) Observemos que E(U) = E(V) =0, E(U?) = E(V?) = Var(V)+ E(V)2 =124+ 02 =1
y E(UV) =E(U)E(V) = 0. Con estos datos podemos calcular:

m(t) = E(X(t)) = E(Usint 4+ Vsin2t) = E(U) sint 4+ E(V) sin2¢t = 0.

R(tl,tg) = E[X(tl)X(tg)] = E[(U sint; + V sin 2t1)(U sintg + V sin 2t2)]
= E(U?)sint; sinty + E(V?) sin 2t sin 2to + E(U) E(V)(sin t; sin 2t5 + sin 2¢1 sinta)

= sin t1 sin tg + sin 2t1 sin 2ty

C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(t2) = sinty sinta + sin 2¢1 sin 2¢s.

b) Dado que E(X(t)) = m(t), Var(X(t)) = B(X(¢)?) — E(X(t))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t)
y COV(X(tl),X(tQ)) = C(tl,tg):

Cov (X (%) X (%)) = C(%’ g) = ?
_Cov(X(5)X(5) _ % 1 _ 1
= el == 0,707

23.

m(®) =EX(0) = [ X012

1
Ahora tenemos que X(t) =0si Z <ty X(t) = - si Z > t. Entonces:
T2 00 1 2 1 [e° 1 0o t+1
t) = 0-—e *d / ——e %dz = 7/ ze Fdz == [—(z4+1)e7?]° = ——e7t.
m(t) /0 SRl A 2/, 5 [T+ D],

24. Para el primer proceso: Pot(t) = R(t,t) = sin? t + sin? 2t.

Para el segundo proceso:

22 2

oo oo q 22 1 =] et
Pot() = E(X(£)2) :/ X(0)2f2(2) dz :/ ey 5/ etds =
oo t t
25. a) Calculemos primero:

E(A):/;O:oafA(a)da:/ozagda:g, E(%):/C><J lfA(a)da:‘/;i-%da:l.
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Entonces,

m(t) =E(X(t) =E (Ae*t + %) =E(A)e ' +E (%) =—ef4+1.

b) A partir de la forma explicita de X (t), V = X(0) — X(1) = (A+ %) — (Ae 1t + %) =
A(1 — e~ 1). Utilizando las propiedades de la varianza:

Var(V) = Var(A(1 —e™1)) = (1 —e 1) 2Var(A) = g(l —e™1)2 =0,08879,

ya que E(A?) = f02 a?%da = 2, Var(A) = E(A?) —E(A)? = %

c) La probabilidad que nos piden es:
1
P(X(2)>2)=P (Ae*2 +3> 2) =P(e 2A%2 - 24 +1>0).

Los ceros del polinomio de segundo grado son e? + v/ef — €2, aproximadamente 14,26 y
0,52. El polinomio es positivo fuera del intervalo [0,52,14,26]. Teniendo en cuenta que A se
encuentra entre 0 y 2:

e2—y/et—e2
P(X(2)>2):P(O<A<e2—\/m):/ 5da
0
4 2 3
= ¢ 2 1=0,06T1.
2 4 2
2
26. a) Observemos que E(R) = 12i3 =2, BE(S) = 712+1 = 0, Var(R) = <3121) = %’

Var(s) = U= LU p(R2) = Var(R) + B(R)? = 12, B(S?) = Var(S) + B(S)? = L y
E(RS) = E(R) E(S) = 0. Con estos datos podemos calcular:

m(t) = E(X(t)) = E(Rt + S cosnt) = E(R)t + E(S) cos it = 2t.

R(tl,tg) = E[X(tl)X(tz)] = E[(Rtl + S cos ﬂ'tl)(RtQ + S cos Trtz)]
= B(R?)t1t2 + B(S?) cos wt1 cos mta + BE(R) E(S)(t1 cos mta + to costy)

= ?tltz + %coswtl cos Tta.

C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(tl)m(tg) = %(tltg + cos 7ty cos Tta).
b) Dado que E(X (t)) = m(t), Var(X(t)) = BE(X(¢)?) — B(X(t))? = R(t,t) — m(t)? = C(t,t)

y COV(X(tl),X(tz)) = C(tl,tg):

E[X(0)] =m(0) =0, E[X(1)] =m(1) = 2.

Var[X(0)] = C(0,0) = % Var[X(1)] = C(1,1) = §
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Cov[X(0), X(1)] = C(0,1) = —%.

_ Cov[X(0), X(1)] _ -3 L —0,7071.

TX(0)Tx(1) \/g\/g RS

c) Para el proceso completo, Pot(t) = R(t,t) = %(13t2 + cos? 7t).
; Pa—— _ 2y 2y _ 2142 _ 1342
Para el proceso sin el término con S, Pot(t) = E(X (t)?) = E((Rt)?) = E(R*)t* = t°.
1

La diferencia es 3 cos? 7t, y corresponde a la potencia del término de correccién: E((S cos 7t)2).

27. a) m(t) = BX (£)] = /_ Z X(0)f5(b) db.

Ahora tenemos que X (t) = Be~(*=5) si B <ty X(t) =t si B > t. Entonces:

t oo t [} t2
m(t) =/ be~(t=0) -e"’db—i—/ t~e‘bdb:e‘t/ bdb+t/ e bdb = (t+ 3) et
0 t 0 t

b) m(t) sigue el comportamiento de subida y bajada de las realizaciones, si bien la media
estadistica ha hecho desaparecer la irregularidad (pincho).

Figura 10. Realizaciones comparadas con m(t) Figura 10

Realizaciones para B=1y
B = 2 comparadas con m(t).
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c) Haciendo d"dbgt) = (1 — %) et = 0 encontramos el méximo M de m(t) en t = /2,

que es M = (\/5 + 1)6"/5 = 0,587. En cambio, el valor médximo de una realizacién vale B
(corresponde al pico) y el valor medio es 1.

En efecto, no coinciden, ya que uno es el méximo del valor medio y el otro el valor medio
del maximo (por ejemplo, para cualquier variable, en general es diferente el valor medio del
cuadrado que el cuadrado del valor medio).

28. a) Observemos que E(J) =p = % Entonces:
m(t) = E(X(¢)) = E(Jcost+ (1 — J)sint)
=E(J)cost+ (1 — E(J))sint = %(Cost + sint).
R(t1,t2) = E[X(t1)X (t2)] = E[(J cost1 + (1 — J)sint1)(J costa + (1 — J) sinta)]
= E[J?costy costa + (1 — J)J(sinty + costa) + (1 — J)? sint sinta)]
= E[J costy costa + (1 — J)sinty sinta)] = E(J) costy costa + (1 — E[J]) sint sinta

= %(cos t1 costa + sinty sinty) = % cos(ta — t1).

(Hemos utilizado J2=J, (1 - J)J=J—-J?2 =0y (1-J)2=1-2J+J2=1-J.)

Alternativamente, se pueden calcular las esperanzas sumando sobre los valores de J (X (t) =

cost o X(t) = sint con probabilidad % cada valor). En este caso habria sido més directo

hacerlo ai, pero el método utilizado es mas general.

b) Representamos por X1 (t) y X2(¢) las intensidades radiadas para cada particula. Son dos
procesos con la misma distribucién probabilistica, independientes. La intensidad total es
Y. (t) = X1(t) + X2(t). La potencia total es:

Poty, = E(Yc(t)?) = E[(X1(t) + X2(1))?]
= E[Xl (t)2 —+ Xg(t)2 +2X, (t)XQ(t)] = POtX1 + POtX2 + 2mX1 (t)mX2 (t)
=1+1+21(cost+sint)?

=1+ %(1+200stsint) = % + costsint.

c) Ahora la intensidad total vale Ys.(t) = 2X (t). La potencia total es:

Poty,, = E(Ysc(t)?) = 4E(X (t)?) = 4Potx = 2.
d)
27 27 3
Ue = / Poty, (t)dt = / (5 + costsin t) dt = 3m.
0 0

2m 27
Use = / Poty._(t)dt = / 2dt = 4.
0 0

La energia en el estado supercoherente es 1,3 veces superior.
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2
e) Si tenemos N particulas, Ys.(t) = NX(t), Poty,, = NZ2Potx = NT y Use = N27.

N
En el estado coherente, Y¢(t) = ZXi ().
i=1

N 2 N
Poty, =E <in(t)> =E (> Xi()>+2) Xi(t)X;(t)

i=1 i<j

N
1 Ny 1
= ;Potxi +2§mxi(t)mxi(t) = N3 +2(2)Z(cost+sint)2

Ny 2_N(1+2 tsint) N2+N+N2_N tsint
= — _— COS T sIn = costsint.
2 4 4 2
N2 4+ N
v, = NN
2
Use N3z 2

Ue 1\’227+NW:1+N*1'

29. a) R(t1,t2) = E[X (1) X (t2)] = E(e~At1e~At2) = E(e=AMt1+82)) = m(t; + t2).
b)

oo

m(®) = EX() = |

—0o0

G e W (G S L
=|—-(-+-=5]€ — —— e
t 2 a=0 t 2

a=1

1 2
e fa(a)da = / e *ada+ / e (2 —a)da
0 1

C1-2et4e 2 (1—et 2
N 12 n t ’

Utilizando el resultado de a:

t1 +to

e (t14t2) \ 2
R(t1,t2)= <1€) .

— e~ (t1+t2) 2 —e 1 —e—t2)\ 2
C(t1,t2) = R(t1,t2) — m(t1)m(t2) = <1+> - ((1 ) )) .

t1 + 12 tito

c) X(1) = e~4 adquiere todos los valores dentro del intervalo [e~2,1]. El proceso es de
estado continuo, ya que la variable resultante al fijar ¢ es continua.

d) Dado que E[X(¢)] = m(t) y Var[X(t)] = E[X()?] — E[X(t)]? = R(t,t) — m(t)? = O(t,t):

E[X(1)] =m(1) = (1 —e 12 = 0,3996.

Var[X(1)] = C(1,1) = (1 ;

—e2\2
7) —(1—-e"H* =0,0272.
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e)

m(t) = E (ef(U“LU?)t) =E (€7U1t67U2t> =E (erlt) E (e’U2t> =

(ff o) = (5)

30. a) Como A y B son del mismo tipo, tienen los mismos pardmetros. En particular,
E(A%) = E(B?) = [{a?da=T.

m(t) = B(A? — B+ £2) = B(A%) ~ BBt + £ = L(1— )+ 12

L‘);t(t) =—B2 42t es
4 2
=A% — BT y la diferencia entre los dos valores es BT.

b) La carga inicial es X (0) = A2. La carga minima se da cuando 0 =

. _ B2 , .
decir, para t = Z-. Asf, Xpjip

B4
P (T > 3) =P(V12<B<2)=2-— v12=0,1388.

c) X(0) =A%y X(1) = A2 - B2 4+ 1.

Cov[X(0), X(1)] = Cov(A2%, A% — B? + 1) = Cov(A?2, A%) — Cov(A2, B?) + Cov(A2,1) =
Var(AZ2).

Var[X (0)] = Var(A2). Var[X(1)] = Var(42 — B2 + 1) = Var(A42) + Var(B2) = 2Var(A2).

_ Cov[X(0), X(1)] _ Var(A2) a1
pP= OX(0)0X(1) - \/Var(A2)\/2Var(A2) = V2 = 0,7071.

Aunque no ha sido necesario, observamos que Var(A?) = E(A*)—-E(A2%)? = f12 a*da— (%)2 =
34
I

31.

a) m(t) =EX(0] = [~ X(0fv (0)dv.

Ahora tenemos que X (t) = e~ (t=V) i V <t y X(t) = 1 si V > t. Entonces:

t o
m(t) = / I ) +/ 1-ve Ydv
0 t

t e} t2
:eit/ vvar/ ve Ydv = (1+t+—) et
0 t 2
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b) m(t) sigue el comportamiento decreciente de las realizaciones, si bien la media estadistica
ha hecho desaparecer la irregularidad (pincho).

Figura 11. Dos realizaciones del proceso X (t) Figura 11
X(H X(H Dos realizaciones del proceso
1,64 161 X (t), uso del ancho_t/:le
! banda de una conexién.
1,4+ 1,4+
12+ V=2 1,24+ V=3,5

051152253 35445555

0,2 + 0,2+
Figura 12. Valor medio de X (t) Figura 12
161 Valor medio de X (t).
1,4+
1,2 +

m(t)

-1

c) PX(t)=1)=P(V>t)= [Tve ?dv=(1+t)e ",

d) El valor minimo se da cuando V = 0y X (1) = e~ !. El valor miximo es 1, y se pueden
tomar todos los valores intermedios.

El hecho de tomar valores sobre un intervalo real indica cardcter continuo, mientras que el
hecho de que el valor 1 tenga probabilidad no nula indica aspectos discretos. Se trata de una
variable mixta.
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